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Einleitung

Endliche Automaten auf unendlichen Wértern (sog. w-Automaten) bilden eine Erweite-
rung der endlichen Automaten auf endlichen Wortern (sog. *-Automaten) [HU7Y]. Ein
x-Automat liest ein endliches Eingabewort und akzeptiert das eingelesene Wort oder
er weist es zuriick. Ob der Automat das Eingabewort akzeptiert oder nicht, hdngt von
dem Zustand ab, in dem er sich nach dem Einlesen des Wortes befindet. Da bei ei-
nem w-Automaten die Eingabeworter unendlich sind, kann man nicht von einem letzten
Zustand sprechen, der nach dem Einlesen eingenommen wurde. Es muf§ aber bei der Ver-
arbeitung eines unendlichen Eingabewortes durch einen w-Automaten eine Menge von
Zustanden geben, die unendlich oft angenommen werden, denn der Automat besitzt
nur endlich viele Zustdnde. Mit Hilfe dieser Menge von unendlich oft angenommenen
Zustanden kann bei w-Automaten das Akzeptieren von Wortern definiert werden.

Ist A ein w-Automat und « ein Eingabewort, so beginnt A in einem ausgezeichneten
Anfangszustand ¢; und liest den ersten Buchstaben von « ein. In Abhéngigkeit vom ein-
gelesenen Buchstaben gibt es mogliche Nachfolgezustiande, die A einnehmen kann. Der
Automat setzt die Verarbeitung in einem dieser Nachfolgezustinde fort und liest den
néichsten Buchstaben von « ein. Fahrt der Automat auf diese Weise fort, entsteht eine
unendliche Folge von eingenommenen Zusténden, eine solche Folge von Zustdnden wird
Lauf von A auf a genannt. Wie oben angedeutet, gibt es in einem Lauf p eine Menge von
Zusténden, die unendlich oft in p auftreten. Diese Menge nennen wir Unendlichkeits-
menge von p und bezeichnen sie mit In(p). Mit Hilfe dieser Unendlichkeitsmenge werden
Laufe in akzeptierende und verwerfende Laufe eingeteilt. Die Bedingung, nach der diese
Einteilung vorgenommen wird, heiffit Akzeptierbedingung. Die Akzeptierbedingung kann
verschiedene Formen haben.

Die erste Form von w-Automaten wurde von Biichi in [Biic62] eingefiihrt, um ein
Entscheidungsverfahren fiir die monadische Theorie zweiter Stufe der natiirlichen Zah-
len mit der Nachfolgerfunktion (S1S, second order theory of one successor) zu erhalten.
Biichi verwendete dabei nichtdeterministische w-Automaten, die ein Eingabewort « ak-
zeptieren, wenn es einen Lauf von A auf « gibt, der eine ausgezeichnete Menge F' von
Endzustdnden unendlich oft besucht, d.h. wenn es ein Lauf p von A auf a gibt, der die

Biichi-Akzeptierbedingung ~ In(p) N F # ()

erfiillt. Ein Automat mit Biichi-Akzeptierbedingung heif3t Biichi-Automat. In dem Ent-
scheidungsverfahren von Biichi werden S1S-Formeln induktiv in nichtdeterministische
Biichi-Automaten iibersetzt. Auf diese Weise reduzierte Biichi das untersuchte Entschei-
dungsproblem auf das Leerheitsproblem fiir nichtdeterministische Biichi-Automaten.
Das Leerheitsproblem fiir nichtdeterministische Biichi-Automaten ist mit Hilfe einfa-
cher Graphenalgorithmen l6sbar.

Bei der Ubersetzung einer S1S Formel der Form —¢ in einen w-Automaten, wire



eine Determinisierung hilfreich. So kénnte man den zu der Formel ¢ gehorenden Au-
tomaten determinisieren und diesen durch Anpassung der Akzeptierbedingung kom-
plementieren, wie es bei *-Automaten mit Hilfe der Potenzmengenkonstruktion [RSh9]
geschieht. Biichi zeigte die Komplementabgeschlossenheit fiir die durch nichtdetermini-
stische Biichi-Automaten akzeptierten Sprachen direkt. In seinem Beweis waren tiefge-
hende kombinatorische Argumente notwendig.

In [Mul63] schlug Muller eine weitere Akzeptierbedingung fiir w-Automaten vor.
Diese Muller-Akzeptierbedingung besteht aus einer Menge F = {F},..., F,} von Zu-
standsmengen. Ein Eingabewort a wird von A akzeptiert, wenn es einen Lauf p von A
auf a gibt, der die

Muller-Akzeptierbedingung In(p) € F

erfiillt. Ein w-Automat mit Muller-Akzeptierbedingung heifit Muller-Automat.

McNaughton gab in [McN66] ein Determinisierungsverfahren an, mit dem aus ei-
nem nichtdeterministischen Biichi-Automaten A ein deterministischer Muller-Automat
D konstruiert werden kann, der dieselbe Sprache akzeptiert wie A. Der bei dieser Kon-
struktion entstehende Automat D kann im schlimmsten Fall doppelt exponentielle Grofie
im Vergleich zum Ausgangsautomaten besitzen. Die von McNaughton fiir den Automa-
ten D verwendete Akzeptierbedingung wurde spéter von Rabin in [Rab6Y] formalisiert,
sie wird im folgenden Rabin-Bedingung genannt.

Eine Rabin-Bedingung besteht aus einer Menge Q@ = {(G1, Ry), ..., (Gn, R,)} von
Paaren von Zustandsmengen (sog. Rabin-Paare) des zugrundeliegenden w-Automaten

A. Ein Eingabewort a wird von A akzeptiert, wenn es einen Lauf p von A auf a gibt,
der die

Rabin-Akzeptierbedingung In(p) NG # D und In(p) NR=10

fir ein (G, R) € Q erfiillt. D.h. wenn p unendlich oft einen Zustand aus G und nur
endlich oft einen Zustand aus R besucht. Ein w-Automat mit Rabin-Akzeptierbedingung
heifit Rabin-Automat. Die bei den in dieser Arbeit aus nichtdeterministischen Biichi-
Automaten konstruierten deterministischen Automaten sind Rabin-Automaten.

Eine erste Verbesserung der Komplexitét der Determinisierung von Biichi-Automaten
schlugen Emerson und Sistla in [ES84] vor. Sie gaben ein Entscheidungsverfahren fiir die
Baumlogik CTL* an. In ihrem Verfahren wandelten sie Teilformeln einer CTL* Formel
in einen nichtdeterministischen Biichi-Automaten um und determinisieren diesen fiir die
weitere Verwendung in einem Baumautomaten. Das angegebene Determinisierungsver-
fahren lieferte einen nur noch einfach exponentiell grofieren Automaten im Vergleich zum
Ausgangsautomaten. Jedoch war das angegebene Verfahren nicht auf beliebige Biichi-
Automaten anwendbar, sondern nutzte eine wesentliche Figenschaft der dort betrachte-
ten Biichi-Automaten aus: Ist ein Zustand ¢ des Automaten mit einem endlichen Wort «
erreichbar, so gibt es nur genau einen Berechnungsweg, der vom Anfangszustand mit «



zu q fithrt. DaBl dies keine wesentliche Einschrinkung darstellt, werden wir in Abschnitt
(B) zeigen. Das von Emerson und Sistla vorgeschlagene Verfahren kann damit mit einer
nur kleinen Anderung auf jeden nichtdeterministischen Biichi-Automaten angewendet
werden.

Die im Verfahren von Emerson und Sistla erreichte Komplexitédt war jedoch nicht
optimal. Die untere Schranke fiir das Determinisieren von Biichi-Automaten ergibt sich
aus einer unter Schranke fiir das Komplementieren von Biichi-Automaten aus [Mic8S].
Der Beweis der unteren Schranke fiir das Determinisieren von Biichi-Automaten kann
in [Tho97] und in verbesserter Form in [L6d99] nachgelesen werden.

Das erste Determinisierungsverfahren fiir Biichi-Automaten, das diese untere Schran-
ke erreicht, wurde von Safra in [Saf88]| angegeben. Dieses Verfahren ist bis heute das
Standardverfahren fiir den konstruktiven Beweis fiir die Optimalitdt dieser unteren
Schranke. Zu einem nichtdeterministischen Biichi-Automaten mit n Zustinden ergibt
dieses Verfahren einen #quivalenten deterministischen Rabin-Automaten mit 20(?logn)
Zustdnden und n Rabin-Paaren. Das Verfahren kann als eine Verfeinerung der Potenz-
mengenkonstruktion [RS59] fiir x-Automaten aufgefait werden. Die Zustidnde des kon-
struierten deterministischen Automaten sind keine Zustandsmengen wie bei der Potenz-
mengenkonstruktion, sondern Baume, deren Knoten mit Zustandsmengen beschriftet
sind.

Die Potenzmengenkonstruktion fiir *-Automaten kann anschaulich interpretiert wer-
den: betrachten wir den Zustand des Potenzmengenautomaten, der nach dem Lesen
eines Wortes « erreicht ist, so besteht dieser aus der Menge der Zustédnde, die mit «
vom Anfangszustand aus erreichbar sind. Befindet sich in einem Zustand ¢ des Potenz-
mengenautomaten ein Endzustand des Ausgangsautomaten, so ist ¢ ein Endzustand.
Eine solche direkte Interpretation ist fiir die Konstruktion von Safra nicht moglich. Ein
intuitives Versténdis fiir diese Konstruktion bleibt aus.

Muller und Schupp stellen in [MS95] ein Verfahren vor, mit dem zu einem alternieren-
den Baumautomaten ein dquivalenter nichtdeterministischer Baumautomat konstruiert
werden kann. Mit Hilfe dieser Umwandlung lassen sich einige zuvor erzielte Ergebnisse
in einem einheitlichen Rahmen auf elegante Art neu beweisen. So ergibt sich als ein Spe-
zialfall eine optimale Konstruktion zur Determinisierung von Biichi-Automaten. Diese
Konstruktion hat gegeniiber der Konstruktion nach Safra den Vorteil, daf sie intuitiv
erfafit werden kann. Ein wesentlicher Schritt dazu ist die Interpretation des Verfahrens
als Anwendung eines Baumuntersuchungsverfahrens auf einen Berechnungsbaum.

Neben dem rein theoretischen Interesse an einer optimalen Transformation von nicht-
deterministischen Biichi-Automaten in deterministische Rabin-Automaten, ist eine sol-
che Transformation auch im Bereich der endlichen Automaten auf unendlichen Baumen
(siehe z.B. [Tha97]) von Nutzen. In Konstruktionen fiir diese Automaten werden héufig
implizit Wortautomaten eingesetzt, die Eigenschaften von unendlichen Pfaden durch
Baume beschreiben. Es wird bei einigen dieser Konstruktionen davon ausgegangen, daf3
die benutzten Wortautomaten deterministisch sind. Fiir die Komplexitéit solcher Ver-
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fahren ist es somit von Bedeutung, die Komplexitéit der Determinisierung von Wortau-
tomaten zu kennen. Ein Beispiel fiir eine solche Konstruktion ist die Komplementierung
von nichtdeterministischen Baumatomaten (siche [T'ho97)).

Das Verfahren von Safra [Saf88] zur Determinisierung von Biichi-Automaten ist bis-
her das einzige optimale Verfahren, das direkt beschrieben vorliegt. Das Verfahren ent-
zieht sich allerdings einem direkten intuitiven Verstdndnis. Das Ziel dieser Arbeit ist
es, zwei optimale Determinisierungsverfahren und deren Herleitung darzustellen. Dabei
wird besonderer Wert auf die Interpretierbarkeit der Arbeitsweise der entstehenden de-
terministischen Automaten gelegt. Das erste Verfahren ist das oben erwéhnte, sich aus
der Transformation von alternierenden Baumautomaten in nichtdeterministische Baum-
automaten [MS93] ergebende Verfahren. Das zweite ist eine Abwandlung des Verfahrens,
das Emerson und Sistla in [ES84] angaben.

Im ersten Abschnitt geben wir die grundlegenden Notationen und Begriffe an. Wir
fithren formal den Begriff eines w-Automaten ein und beschreiben die spéter verwendeten
Automatentypen.

Im zweiten Abschnitt fiihren wir Berechnungsbaume ein. Mit Hilfe dieser Berech-
nungsbaume 148t sich das Akzeptieren von Biichi-Automaten als das Vorhandensein
unendlicher Pfade eines bestimmten Typs in einem solchen Baum charakterisieren.

Im dritten Abschnitt stellen wir die fiir das folgende grundlegende Idee der Re-
duktion von Berechnungsbdumen dar. Die im zweiten Abschnitt dargestellten Berech-
nungsbaume koénnen eine unbeschréinkte Breite und damit eine unendliche Anzahl von
unendlichen Pfaden besitzen. Mit Hilfe der dargestellten Reduktionen werden die Be-
rechnungsbéume fiir die im vierten Abschnitt beschriebenen Untersuchungsverfahren
zuganglich.

Im vierten Abschnitt werden wir drei unterschiedliche Untersuchungsverfahren fiir
unendliche Bdume angeben, die zusammen mit den in Abschnitt drei definierten redu-
zierten Berechnungsbdumen die Grundlage fiir Determinisierungsverfahren von Biichi-
Automaten ergeben.

Im fiinften Abschnitt stellen wir schliefllich auf der Grundlade der zuvor eingefiihr-
ten Bdume und Untersuchungsverfahren zwei konkrete Determinisierungsverfahren fiir
Biichi-Automaten dar.

Danksagung Ich danke meinem Betreuer Prof. Thomas Wilke fiir seine Unterstiitzung
und meinem Freund Christof Loding fiir seine Hinweise zur Gestaltung dieser Arbeit.
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1 Einfithrung

1.1 Notation

Sei X eine Menge. Ist X endlich, so bezeichnen wir mit |X| die Anzahl der Elemente
von X. Wir bezeichnen mit X“ die Menge der unendlichen Folgen (w-Worter) tiber X,
d.h. Elemente aus X“ betrachten wir als Funktionen von IV nach X. Die Menge der
endlichen Worter beliebiger Lénge iiber X bezeichnen wir mit X* und die Menge der
nichtleeren Wérter iiber X mit X+, Fiir ein Wort o = «(0)a(1) ... (n — 1) € X* sei
n die Lénge von o und werde mit || bezeichnet. Fiir ein a € ¥ sei |a|, die Anzahl der
Buchstaben a im Wort «. Wir identifizieren Elemente aus X mit den Wértern der Lénge
1 aus X*. Teilmengen von X“ heiflen w-Sprachen iiber X oder einfach Sprachen iiber
X. Fiurein o € XU X* und 4,j € IN sei afi,j] = a(i)...a(j). Wir verwenden runde
Klammern anstelle der eckigen, wenn die entsprechende Randposition ausgeschlossen
werden soll. So steht «fi, j) fiir das Infix a(i)...a(j — 1) von a.

Ist auf der Menge X eine Ordnung gegeben, so bezeichnen wir mit <X die dazu-
gehorige lexikographische Ordnung auf X+ U X“, wir schreiben kurz <, falls sich die
Menge X und die entsprechende Ordnung aus dem Zusammenhang ergeben. Fiir die
lexikographische Ordnung <{®% mit 0 < 1 schreiben wir speziell <%'.

Fiir eine zweistellige Relation S C X x X sei S™' = {(z,y) | (y,z) € S}.

Fiir ein o € X¥ definieren wir die Unendlichkeitsmenge In(«) als die Teilmenge von
X, deren Elemente unendlich oft in o auftreten, d.h.

In(a) ={r e X |Vie NTj >i(a(j) =x)}.

Sei Y eine weitere Menge und f : X — Y eine Funktion von X nach Y. Fiir eine
Teilmenge A von X setzen wir f(A) := {f(z) | z € A}.

1.2 w—Automaten

Ein w-Automat (kurz Automat) wird — anschaulich gesprochen — {iber ein Eingabewort
laufen gelassen und er akzeptiert das Eingabewort oder er akzeptiert es nicht. Die Menge
der akzeptierten Worter bildet die von dem w-Automaten akzeptierte Sprache.

Wir veranschaulichen einen w-Automaten als Maschine, die einen Lesekopf besitzt
und endlich viele verschiedene Zusténde annehmen kann, siche Abbildung ([). Ein w-
Automat beginnt die Verarbeitung eines Eingabeworts in seinem Anfangszustand mit
dem Lesekopf auf dem ersten Buchstaben des Eingabeworts. Er durchlauft wenn moglich
die folgenden Schritte endlos:

e Einlesen des Buchstaben, auf dem der Lesekopf steht,
e Bestimmen eines Nachfolgezustands geméfi Ubergangsstruktur und

e Bewegen des Lesekopfs auf den néchsten Buchstaben des Eingabeworts.
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\
abbﬁaaa.

Anfangsznatand

Abbildung 1: Veranschaulichung eines w-Automaten

Auf diese Weise entsteht bei der Verarbeitung eines Eingabeworts eine Folge von be-
suchten Zusténden, die Lauf genannt wird. Im dargestellten Beispiel von Abbildung
() sind die moglichen Nachfolgezustdnde von g; beim Lesen des Buchstaben a die
Zustande ¢; und ¢,, der Automat entscheidet sich nichtdeterministisch zwischen einem
dieser beiden. Ein moglicher Lauf des Automaten auf dem Eingabewort abbaaaa . . . ist
etwa ¢19191919a9a9a - - -, €in weiterer moglicher Lauf des Automaten wére q;qrqy . . .

Ein Lauf eines Automaten ist entweder akzeptierend oder zuriickweisend. Ein Lauf ist
akzeptierend, wenn er die Akzeptierbedingung des Automaten erfiillt, wir werden spéter
auf verschiedene Arten von Akzeptierbedingungen eingehen. Ein Automat A akzeptiert
ein Eingabewort «, wenn es einen akzeptierenden Lauf von A auf « gibt. Formal erhalten
wir die folgende Definition eines w-Automaten:

Definition 1.1 Ein w-Automat (kurz Automat) A hat die Form A = (Q, %, ¢, 9, Q).
Dabei bezeichnet @) die endliche Zustandsmenge, > das endliche Eingabealphabet, ¢; €
@ den Anfangszustand, ¢ : Q x ¥ — 29 die Uberfithrungsfunktion und Q die Akzeptier-
bedingung von A. Auf die moéglichen Formen der Akzeptierbedingung gehen wir spéter
ein. Das 4-Tupel (Q, %, q1,0) wird Ubergangsstruktur von A genannt.

Fir ¢ € @ und a € ¥ nennen wir die Zustidnde aus 0(q,a) auch a-Nachfolger von q.
Die Uberfithrungsfunktion § erweitern wir auf Zustandsmengen und endliche Worter:
Zu einer Teilmenge S C @), einem Wort o € * und einem Buchstaben a € Y definieren
wir induktiv §(S,€) := S und

8(S, aa) := {q | q ist a-Nachfolger eines ¢’ € 6(S,a)}.

Die Ubergangsstruktur eines w-Automaten A kénnen wir wie oben angedeutet als Graph
darstellen. Die Knotenmenge dieses Graphen entspricht der Zustandsmenge von A. Aus
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der Uberfithrungsfunktion § bilden wir die Kantenmenge, d.h. eine Kante fiihrt von
Knoten ¢ € @ zum Knoten ¢ € @, wenn es

einen Buchstaben a € ¥ gibt mit ¢’ € d(q, a). a,b
Eine Kante (q,q’) dieses Graphen beschriften Q, a a

wir mit der Buchstabenmenge {a € ¥ | ¢ € /‘fﬁ\ j
d(q,a)}. Der Anfangszustand von A wird durch

einen Pfeil gekennzeichnet. Das hier dargestellte Beispiel entspricht einem w-Automaten
mit der Ubergangsstruktur ({q,q.},{a,b},qr,6), wobei d(qr,a) = {q1, ¢}, 6(qr,b) =

{QI}v 5<qa7a) = {Qa} und 5(qa7b) = @ ist.

Definition 1.2 Ein Lauf p von A auf a € ¥¢ ist eine Zustandsfolge p € Q@ mit p(0) =
q; und fiir 7 > 0 ist p(i + 1) ein «(i)-Nachfolger von p(i), d.h. p(i + 1) € §(p(i), a(i)).

Ein Berechnungssegment p von A auf dem endlichen Wort o € X" ist eine Zustandsfolge
der Lange n + 1 mit p(0) = ¢; und p(i + 1) € 6(p(i), (7)) fiir 0 < i < n — 1. Ein
Berechnungssegment p der Lénge n endet auf ¢ € Q, falls p(n — 1) = ¢ gilt. Wir
definieren fiir ein 7 € IV und ¢ € @) die Menge

o . + : . ;
Ry, :={p € QT | p ist Berechnungssegment von A auf a[0,4) und p endet auf g}.

Ein Lauf p von A besucht einen Zustand ¢ € ) bzw. eine Zustandsmenge S C (), wenn
fiir ein ¢ € IN gilt p(i) = ¢ bzw. p(i) € S. Ein Lauf p besucht ¢ bzw. S unendlich oft,
wenn ¢ € In(p) bzw. SN In(p) # O gilt. Ein Lauf p von A heifit akzeptierend, wenn
er die Akzeptierbedingung € erfiillt. Der Automat A akzeptiert o € ¥¥, wenn es einen
akzeptierenden Lauf von A auf a gibt. Die von A akzeptierte Sprache L 4(A) besteht
aus den Wortern a € 3¢, die von A akzeptiert werden, d.h.

L(A) = {a € ¥ | es gibt einen akzeptierenden Lauf p von A auf a}.

Fiir einen Zustand ¢ € @ definieren wir die von q aus akzeptierte Sprache L(q) als die
Sprache, die von dem Automaten A = (Q, X, q,6,2) akzeptiert wird.

Der Automat A heifit deterministisch, wenn fiir alle ¢ € @ und a € X gilt: |0(q,a)| =
1. In diesem Fall betrachten wir ¢ als Funktion von @) x ¥ nach (). Bei einem determi-
nistischen Automaten A gibt es offensichtlich zu jedem « € ¥ genau einen Lauf von A
auf a.

Die Akzeptierbedingung von w-Automaten kann verschiedene Formen haben. Eine
Biichi-Akzeptierbedingung €2 (kurz Biichi-Bedingung) besteht aus einer Menge F' von
Zusténden von A. Die Zusténde aus F' werden Endzustinde genannt. Ein Lauf p erfiillt
die Biichi-Bedingung F' C @), wenn p die Menge F' unendlich oft besucht. Ein w-Automat
mit einer Biichi-Akzeptierbedingung bezeichnen wir kurz als Biichi-Automat.

Wir untersuchen die Determinisierung von Biichi-Automaten. D.h. wir untersuchen
Verfahren, die zu einem gegebenen nichtdeterministischen Biichi-Automaten A einen
deterministischen Automaten B konstruieren, der dieselbe Sprache akzeptiert wie A.
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Dabei miissen wir fiir den Automaten B andere

Akzeptierbedingungen zulassen als die Biichi- ab

Bedingung, denn es gibt Sprachen, die von ei- Q a a

nem nichtdeterministischen Biichi-Automaten

akzeptiert werden aber von keinem determini- D
stischen Biichi-Automaten. Als Beispiel fiir eine solche Sprache betrachten wir L = {« €
{a,b}* | a enthélt nur endlich oft b}. Der nichtdeterministische Biichi-Automat mit der
rechts abgebildeten Ubergangsstruktur und der Endzustandsmenge {q.} akzeptiert die
Spache L.

Bemerkung 1.1 Es gibt keinen deterministischen Biichi-Automaten, der die Sprache
L = {a € {a,b}¥ | o enthélt nur endlich oft b} akzeptiert.

Beweis Sei B = (Q, {a, b}, q;, 0, F') ein deterministischer Biichi-Automat, der alle Worter
aus L akzeptiert. Sei F’ die Menge der erreichbaren Endzustinde von B, d.h. F” bestehe
aus den Endzustdnden ¢ € F, fiir die es ein o € {a, b}* gibt mit ¢ € d(qz, ).

Das Wort baaaa . .. liegt offensichtlich in L(q) fiir jedes ¢ € F’, daher gibt es ein
Jq € IN so, daB 6(q,ba’e) € F' gilt. Fiir ¢ € F' setze

a(q) = ba’.

Sei a € {a,b}* mit 6(qr,a) € F' und setze qy := 0(qr, ). Fiir ¢ > 0 setze weiterhin
Qi1 = 0(qi, (q;))-

Das Wort & = aa(qo)a(qy) . . . enthélt offensichtlich unendlich oft b und der Lauf von
B auf & besucht unendlich oft F’, also ist & € L(B) \ L. Ein deterministischer Biichi-
Automat, der alle Worter aus L akzeptiert, akzeptiert somit auch ein Wort, das nicht
in L liegt. Es gibt also keinen deterministischen Biichi-Automaten, der L akzeptiert. O

Wir miissen also weitere Akzeptierbedingungen zulassen. Die hier untersuchten De-
terminisierungsverfahren verwenden fiir die konstruierten deterministischen Automa-
ten eine Rabin-Akzeptierbedingung. Eine Rabin-Akzeptierbedingung €2 (kurz Rabin-
Bedingung) besteht aus einer Menge {(G1, Ry) , ..., (Gn, R,)} von Paaren mit G;, R; C
Q@ fir 1 < ¢ < n. Ein Lauf p erfiillt die Rabin-
Bedingung €2, wenn es ein Paar (G, R) € ) gibt b a
mit: In(p) NG # 0 und In(p) N R = (), d.h. wenn C‘ a
p die Menge G unendlich oft und die Menge R nur —"T\Q
endlich oft besucht. Einen w-Automaten mit Rabin- 2
Akzeptierbedingung nennen wir kurz Rabin-Automat. Der deterministische Rabin-
Automat mit der rechts dargestellten Ubergangsstruktur und der Rabin-Bedingung
Q={({a},{¢})} akzeptiert die Sprache L.

2 Berechnungsbiume

Sei A; = (Q,%,qr,0, F) ein Biichi-Automat mit der in Abbildung (ﬂ]) dargestell-
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Abbildung 2: Darstellung der ersten Berechnungsschritte von A; auf den Wortern o =
aa...und § =0bb... als Baum

ten Ubergangsstruktur und der Endzustandsmenge F = {q,}. Es gilt L(A4;) = {a €
¥“ | « enthalt nur endlich oft b}. Wenden wir die von Automaten auf endlichen
Wortern bekannte Potenzmengenkonstruktion (siche
[HU7Y9]) auf A; an, um die Ubergangsstruktur eines a b

aquivalenten deterministischen Automaten zu erhal- —". .Q
ten, ergibt sich die rechts abgebildete Struktur. Fiir

cinen w-Automat B mit dieser Ubergangsstruktur gibt es genau einen Lauf, ndmlich
{ar} {ar, .} {ar, 6.} {q1, 40} - - - Deshalb gilt unabhéngig von der Form der Akzeptierbe-
dingung von B entweder L(B) = X* oder L(B) = (). Bei der Potenzmengenkonstruktion
geht somit Information verloren, die wir bei der Determinisierung von Biichi-Automaten

bendtigen.
Wir betrachten die ersten Berechnungsschritte von A; auf den Wértern a = aaa. ..
und G = bbb. .., um dies zu untersuchen. Hierzu stellen wir die moglichen Berechnun-

gen, die sich zu den Wortern o und 8 ergeben, als Baum dar (siche Abbildung (B)).
Fithren wir diese Bdume in der dargestellten Weise fort, so stehen deren unendliche
Pfade fiir mogliche Léaufe des Beispielautomaten auf o und 5. In dem zu a gehérenden
Baum erkennen wir, daf§ es unendliche Pfade gibt, die akzeptierende Laufe von A; auf
a reprasentieren, z.B. der Pfad ganz links auflen. Im Baum zu ( gibt es offensichtlich
nur einen unendlichen Pfad und der steht fiir den zuriickweisenden Lauf ¢;q;q; ... von
A; auf 3. Bei der Potenzmengenkonstruktion wiirden die Zustédnde, die in einer Ebe-
ne der beschriebenen Baume auftreten, zu einer Menge zusammengefafit. Es werden
keine Pfade innerhalb der Baume unterschieden sondern nur die mit dem eingelesenen
Prafix erreichbaren Zustédnde betrachtet. Wir fithren nun Baumarten ein mit deren Hilfe
wir das Akzeptieren von Biichi-Automaten als Vorhandensein von unendlichen Pfaden
bestimmter Gestalt beschreiben kénnen. Bei den spéter beschriebenen Determinisie-
rungsverfahren entstehen deterministische Automaten, die — anschaulich gesprochen —
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in Berechnungsbdumen nach solchen unendlichen Pfaden suchen. Die angesprochenen
Baume stellen wir als K-Bdume dar, die wir nun einfiihren.

2.1 K-Baume

Im folgenden betrachten wir zu einer endlichen Grundmenge K Teilmengen von K™
mit deren Hilfe wir Baumstrukturen darstellen. Wir nennen eine Teilmenge B von K™
préfizabgeschlossenen, wenn B mit jedem Wort x € KT auch jedes nichtleere Prifix von
k enthalt.

Definition 2.1 Sei K eine endliche Menge. Eine préfixabgeschlossene Teilmenge B von
K™, die genau ein Element der Grundmenge K enthilt, heiit K -Baum.

Die Elemente eines K-Baums B heilen Knoten. Das Element r der Grundmenge K in
B heifit Wurzel von B. Ein Knoten der Form vk mit vk € B und k € K heifit k-Knoten.
Der Knoten vk heifit Nachfolger von v und v heifit Vorginger von vk. Allgemein heifit w
Nachfahre von v, wenn v ein echtes Préfix von w ist. Fiir einen Knoten v € B setzen wir
tiefe(v) := |v| — 1. Ist der Baum B endlich und ist ¢t € IN maximal mit der Eigenschaft:
es gibt einen Knoten v € B mit tiefe(v) = ¢, so nennen wir ¢t die Tiefe von B. Ein
endlicher Pfad in B ist eine Knotenfolge 7(0)w(1)...7(n) mit 7(0) ist die Wurzel von
B und fir 0 <i <n—1ist 7(i+ 1) ein Nachfolger von 7 (). Gilt 7(0) € K, so nennen
wir die Knotenfolge w(0)7(1)...m(n) ein Pfadsegment. Fiir ein Pfadsegment 7 und ein
k € K bezeichnen wir mit ||, die Anzahl der k-Knoten in 7. Ein unendlicher Pfad in
B ist eine unendliche Knotenfolge 7 (0)7(1)... mit 7(0) ist die Wurzel von B und fiir
i > 01ist m(i+1) ein Nachfolger von 7 (7). Fiir zwei Knoten v, w € B mit w ist Nachfahre
von v bezeichnen wir mit [v, w] das Pfadsegment von v nach w in B. Ist 7 ein Pfad in
einem K-Baum, so ist fiir jedes ¢ < |7|: (i 4+ 1) = 7(¢)K;41 fir ein geeignetes k41 € K.
Die Folge o, = 7(0)x(1)x(2)k(3) ... nennen wir Signatur von 7, d.h. die Signatur eines
Pfades besteht aus den jeweils letzten Komponenten der Knoten des Pfades. Ist B ein
K-Baum, so setzen wir fiir ein i« € IN: B; := {v € B | |v| < i+ 1}. Die Menge B; ist
offensichtlich ein K-Baum.

Mit den Knoten eines K-Baums kénnen wir Informationen verbinden. Diese Infor-
mationen stellen wir als Beschriftung dar, die jedem Knoten aus B die zu ihm gehorende
Information zuordnet. Die moglichen Beschriftungen der Knoten werden einer Beschrif-
tungsmenge X entnommen und die Beschriftung als Abbildung von B nach X darge-
stellt. Wir verwenden denselben Namen fiir die Knotenmenge und die Beschriftungs-
funktion, um iiberfliissige Notation zu vermeiden. Ist also B ein K-Baum und X eine
gegebene Beschriftungsmenge, so bezeichnen wir fiir ein v € B mit B(v) die Beschriftung
des Knotens v. Ein K-Baum, dessen Knoten mit Elementen der Menge X beschriftet
sind, heifit X -beschrifteter K-Baum.

Ist ein Pfad 7 eines X-beschrifteten K-Baums B gegeben, so heifit die Folge der
Beschriftungen A\, = B(w(0))B(w(1)) ... die Beschriftung von .
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Wir fithren nun die erste Form eines Berechnungsbaums ein. Sie entspricht den oben
beschriebenen Beispielbdumen. Diese Bdume bestehen aus den Berechnungssegmenten
des gegebenen Automaten auf dem betrachteten Eingabewort.

2.2 Standardberechnungsbaum

Definition 2.2 Sei A = (Q, X, q1, 0, {2) ein w-Automat und o € 3. Die Menge B4, =
{01 ---qn € Q" | o = ¢ und ¢;41 € 0(q;, a(d)) fiir 0 < i < n — 1} heifit der Berech-
nungsbaum von A auf «

Die Menge B 4, enthélt als einziges Element aus () den Zustand ¢;. Fiir ein qoq1 . .. g, €
By, mit n > 1 ist offensichtlich auch qoqi...¢,—1 In Bao. Wir erhalten damit die
folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.1 Sei A = (Q, %, q,6,Q) ein w-Automat und a € ¥¥. Die Menge By,
ist ein -Baum.

Wir werden im folgenden von Pfaden von Berechnungsbdumen auf Laufe oder Be-
rechnungssegmente des zugrundeliegenden w-Automaten schliefen. Hierbei dient uns das
folgende Lemma als Hilfmittel.

Lemma 2.1 Sei A= (Q,%,qr,9, ) ein w-Automat.

i) Sei a € ¥™. Seien Sy, Sy, ... S, nichtleere Teilmengen von @ mit Sy = {q;}. Fiir
1 <i < n sei jeder Zustand aus S; ein (i — 1)-Nachfolger eines Zustands aus S;_;.
Dann gibt es ein Berechnungssegment p von A auf o mit p(z) € S; fir 0 <i <n.

ii) Sei o € ¥, Seien Sy, 51, . . . nichtleere Teilmengen von @ mit Sy = {¢;}. Fiiri > 1
sei jeder Zustand aus S; ein (i — 1)-Nachfolger eines Zustands aus S;_;. Dann
gibt es einen Lauf p von A auf o mit p(i) € S; fiir alle i € IN.

Beweis i): Fiir n = 0 wihle p = ¢; € Sy. Fiir n > 0 wéhle ein ¢ € S,, beliebig und
setze S/, :={p € Sp_1 | q € d(p,a(n — 1))}. Es gilt nach Voraussetzung S/, _; # 0.
Fir 0 <i <n—2sei S, =95, Per Induktion gibt es ein Berechnungssegment p’ von
A auf a(0)...a(n —2) mit p/(i) € 5] fir 0 <i < n — 1. Setze p := p'q, dann ist p ein
Berechnungssegment der geforderten Form von A auf a.

ii) Fiir alle i € IN setze V; := {(q,i) | ¢ € S;}. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph
mit V = Ujen Vi und E = {((¢,1), (¢',i+1)) e VxV | ¢ € 6(q,a(i))}. Zueinemv € V
mit v = (gq,7) heiit ¢ die Q-Komponente von v und wird mit g, bezeichnet.

Es gilt fiir alle ¢ > 0: Jeder Knoten aus V; ist Nachfolger eines Knotens aus V;_;.
Weiterhin sind alle V; endlich. Nach Konigs Lemma gibt es einen unendlichen Pfad 7 in
G mit (i) € V; fiir alle ¢ € IN.

Sei p die Folge der @Q-Komponenten von 7, d.h. p(i) = ¢ fiir alle ¢ € IN. Es gilt
offensichtlich p(7) € S; fiir alle ¢ € IN, es ist also insbesondere p(0) = ¢;. Weiterhin gilt
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nach Definition der Kantenmenge von G, dafl p(i + 1) ein «(7)-Nachfolger von p(i) ist
fiir ¢ > 0. Also ist p ein Lauf der gewiinschten Form von A auf o. O

Ist p ein Lauf von A auf «, so gilt offenbar fiir alle i € IN: p(0)p(1)p(2) ...p(i) €
B4 o, da nichtleere Préfixe von Laufen Berechnungssegmente sind. Ist andererseits m =
90 G091 90q1G2 - - - ein unendlicher Pfad in By ,, so ist die Folge p = qoq1g2 . .. ein Lauf
von A auf . Wir erhalten damit die folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.2 Sei A = (Q, %, qs,0, ) ein w-Automat und « € ¥¥.

Zu einem Lauf p von A auf o gibt es einen unendlichen Pfad 7 in B4, mit Signatur p,
d.h. o, = p.

Zu einem unendlichen Pfad 7 in B4, gibt es einen Lauf p von A auf «, der mit der
Signatur von 7 iibereinstimmt, d.h. p = 0.

Aus der obigen Bemerkung ergibt sich, dafl o genau dann von A akzeptiert wird,
wenn B 4 , einen Pfad 7 enthélt, dessen Signatur unendlich oft einen Endzustand enthélt,
d.h. In(A;)NF # (. Einen unendlichen Pfad 7 von By ,, der einen akzeptierenden Lauf
von A auf o représentiert, nennen wir einen akzeptierenden Pfad von B .

2.3 01-Berechnungsbaum

Ob ein Lauf p von A auf a akzeptierend ist oder nicht, hangt nur davon ab, ob p die
Menge F' unendlich oft besucht. Dies fiihrt zur Definition der F'-Projektion eines Laufes.
Dazu setzen wir fiir ein ¢ € )

1 sonst.

0 fallsge F
(@ :={ 1

Die F-Projektion (p) eines Laufes p von A definieren wir als (p) := (p(0)) (p(1)) ... Ein
Lauf p von A ist offensichtlich genau dann akzeptierend, wenn die F-Projektion von p
unendlich oft die 0 enthélt, d.h. 0 € In((p)). Fiir eine endliche Folge p von Zustédnden von
A mit p = qoqi . . . g, definieren wir die F-Projektion (p) von p als (p) := (qo) (1) - - - (qn)-
Wir nennen zwei Zustandsfolgen p, p’ bzgl. F-Projektion gleich (in Zeichen p =g p'),
wenn (p) = (p') gilt.

Ebenso wie die Berechnungssegmente eines Automaten A zu einem Wort « einen
Baum bilden gilt dies fiir die F-Projektionen der Berechnungssegmente.

Definition 2.3 Sei A = (Q,%,qr,6, F) ein Biichi-Automat und o € ¥“. Die Menge
BY., = {eoer ... €, € {0, 1} | Es gibt ein qoqy - . . gn € Bao mit (Gogs - - - gn) = €g€1 - . . €5}
hei3t der 01-Berechnungsbaum von A auf a.

Bemerkung 2.3 Sei A = (Q,%,qr, 9, F) ein Biichi-Automat und o € ¥“. Die Menge
BY, ist ein {0, 1}-Baum.
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Abbildung 3: 01-Berechnungsbaum zum Automaten 4; und dem Wort o = aaa . . .

Ein Knoten €pe; . .. ¢, € BY, wird mit der Menge der Zusténde beschriftet, die am Ende
eines Berechnungssegments ¢oq; - .. ¢, von A auf af0,n) mit (qoq; ...q.) = €o€1 ... €,
stehen, d.h. wir setzen fiir einen Knoten v € BY

B9, (v) :=={q € Q| Esgibt cin p € R{, mit (p) = v}.

In Abbildung (B) sind die ersten Ebenen des 01-Berechnungsbaums zum Biichi-Auto-
maten A; und dem Wort a = aaa ... dargestellt. Die unendlichen Pfade eines 01-Be-
rechnungsbaums B%a spiegeln die moglichen F-Projektionen von Léufen von A auf «
wider, formal erhalten wir die Bemerkung:

Bemerkung 2.4 Sei A= (Q,%,q,9, F) ein Biichi-Automat und o € ¥¢. Dann gilt:
i) Zu einem Lauf p von A auf o gibt es einen unendlichen Pfad 7 in BY ,, dessen Signatur
mit der F-Projektion von p iibereinstimmt, d.h. o, = (p).

ii) Zu einem unendlichen Pfad 7 in BY, gibt es einen Lauf p von A auf o, dessen
F-Projektion mit der Signatur von 7 iibereinstimmt, d.h. (p) = 0.

Beweis i): Sei p ein Lauf von A auf a. Fiir i € IV gilt (p(0)p(1)...p(i)) € BY,. Fiir
i € IN setze m(i) := (p(0)p(1)...p(7)), dann ist 7 = 7(0)7(1)... ein unendlicher Pfad
in B%a mit o, = p.

ii): Sei 7 ein unendlicher Pfad in BY . Fiir i € IN setze S; := BY' (7 (7)). Die Mengen
So, S1, 59, . .. erfiillen die Voraussetzung von Lemma (2.1] ii)), somit gibt es einen Lauf
p von A auf o mit p(i) € S; fir i € IN. Da p(i) € S; gilt, ist (p(0)p(1)...p(7)) = 7(7)
und somit gilt (p) = o,. O

Fiir einen Pfad 7 eines {0, 1}-Baums sagen wir: ,,Der Pfad 7 verzweigt nach links “,
falls o, eine 0 enthélt. Falls 0 € In(o,) gilt, sagen wir: ,Der Pfad 7 verzweigt unendlich
oft nach links “. Zwei {0,1}-Bdume A und B heiflen dquivalent, wenn A genau dann
einen unendlich oft nach links verzweigenden Pfad enthélt, wenn B einen solchen besitzt.
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Aus Bemerkung (R.4) ergibt sich, dafl ein Automat A genau dann das Wort o ak-
zeptiert, wenn BY', einen Pfad enthélt, der unendlich oft nach links verzweigt. Einen
Pfad von B%a, der unendlich oft nach links verzweigt nennen wir einen akzeptierenden
Pfad.

Fiir einen Biichi-Automaten A und ein Eingabewort o kénnen wir mit Hilfe der
eingefithrten Berechnungsbéume By, und BY, entscheiden, ob a € L(A) gilt oder
nicht.

Die Potenzmengenkonstruktion fiir Automaten auf endlichen Wértern konnen wir
so interpretieren, dafl der konstruierte deterministische Automat den Berechnungsbaum
zum Eingabewort ebenenweise bestimmt und die bendtigten Informationen in seinen
Zusténden speichert.

Es liegt also nahe zu versuchen, die Berechnungsbaume B4, oder B%a auf dhnliche
Art zu untersuchen und die erhaltene Information in den Zusténden eines deterministi-
schen Automaten zu speichern. Eine mogliche Strategie wire es, Informationen zu ein-
zelnen Pfaden der Berechnungsbdume zu speichern und mit Hilfe dieser Informationen
zu iiberpriifen, ob diese Pfade akzeptierend sind oder nicht. Kénnten wir Informationen
zu allen unendlichen Pfade durch einen deterministischen Automaten speichern, so wére
dies die Grundlage fiir ein Determinisierungsverfahren.

Ein Berechnungsbaum kann jedoch unendlich viele unendliche Pfade besitzen und
Informationen zu allen diesen Pfaden mit Hilfe eines endlichen deterministischen Au-
tomaten zu speichern ist unmoglich. Dieses Problem lésen wir dadurch, dafl wir die
Berechnungsbdume so abwandeln, dafl sie nur noch eine beschrinkte Breite haben und
damit auch nur eine beschrinkte Anzahl von unendlichen Pfaden. Dies fiihrt uns zu
reduzierten Berechnungsbdumen.

3 Reduzierte Berechnungsbiume

Wir stellen in den beiden folgenden Abschnitten Reduktionsverfahren dar, die aus den
zuvor eingefithrten Berechnungsbdumen #dquivalente Baume ergeben, die nur noch eine
beschrinkte Breite haben. Dies gibt uns die Moglichkeit, die in Abschnitt (f]) beschrie-
benen Baumuntersuchungsverfahren anzuwenden und so Determinisierungsverfahren fiir
Biichi-Automaten zu erhalten.

3.1 Linksreduktion von 01-Berechnungsbiumen

In einer Ebene eines 01-Berechnungsbaums BY , kann es verschiedene Knoten v und ¢’
geben, fiir deren Beschriftung BY ,(v)NBY., (v') # 0 gilt, ein Zustand kann also mehrere
Vorkommen in einer Ebene des Baums BY', haben.

Eine einfache Moglichkeit der Reduktion von BY', wire, zu jedem Zustand g, der
in einer Ebene auftritt, nur ein Vorkommen von ¢ beizubehalten. Wir miissen dazu ei-
ne Regel angeben, nach der wir dieses Vorkommen auswihlen. Sind zwei verschiedene
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Abbildung 4: Verschiedene Arten der Vorkommenauswahl

Knoten v und v’ aus einer Ebene eines {0, 1}-Baums gegeben, so gibt es eine natiirliche
Bedeutung der Aussage ,,v liegt links von ¢" “. Eine naheliegende Regel ein bestimm-
tes Vorkommen eines Zustands ¢ auszuwéhlen ist, das jeweils rechteste oder linkeste
Vorkommen von ¢ auszuwéhlen. Wir betrachten dazu den Beispielautomaten A; des
vorherigen Abschnitts.

LieBen wir nur das jeweils rechteste Vorkommen eines Zustands in einer Ebene, so
ergibe sich der in Abbildung (Ha) abgebildete Baum zu av = aaa . . . Dieser Baum enthélt
offensichtlich keinen akzeptierenden Pfad, obwohl o € L(.A;) gilt. Das rechteste Vor-
kommen eines Zustands beizubehalten fiithrt also nicht zu einem zu B%lha dquivalenten
Baum.

Wihlen wir stattdessen das linkeste Vorkommen eines Zustands in einer Ebene aus,
so ergibt sich der in Abbildung (fb) abgebildete Baum. Dieser Baum enthélt einen ak-
zeptierenden Pfad. Betrachten wir andererseits zu einem 3 € L(.A;)¢ den auf diese Weise
reduzierten Baum BY! 5, so kann dieser als Teilbaum von B} ; keinen akzeptierenden
Pfad enthalten. Diese Linksreduktion des 01-Berechnungsbaums werden wir nun for-
mal beschreiben und deren Korrektheit nachweisen, daf8 also BY, genau dann einen
akzeptierenden Pfad enthilt, wenn der reduzierte 01-Berechnungsbaum einen solchen
besitzt.

Sind zwei Berechnungssegmente p und p’ von A auf «|0,7) gegeben, so heifit p bzgl.
F-Projektion kleiner als p' (in Zeichen p <p p'), falls (p) < (p) gilt. Entsprechend
heiBt ein Lauf p von A auf a bzgl. F-Projektion kleiner als p/, falls {p) < (o) gilt.

Wir definieren ebenenweise den 2%-beschrifteten {0, 1}-Baum E%a, d.h. wir bilden
Mengen Vg, Vi, Vo ... mit V; C {0,1}*! fiir ¢ € IN. Die Menge V; ist dabei die Menge
der Knoten der Ebene i des Baums é%a. Wir definieren parallel dazu Abbildungen
Aos Al Ao ... mit \; 1 Vi — 29 aus denen wir die Beschriftung von E%a erhalten.

Wir setzen Vg := {{(q;)} und \o({qr)) := {q:}. Der Knoten (q;) bildet also die Wurzel

von B%a, die mit der Menge {q;} beschriftet ist. Fiir ¢ > 0 bilden wir V;;; und \;;; auf
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die folgende Weise aus V; und \;:
a(i)-Nachfolger bestimmen: Wir berechnen zu jedem v € V; die Menge der «(i)-
Nachfolger der zu v gehorenden Zustdnde, d.h. wir setzen fiir jedes v € V;

N(v) =6\ (v), a(i)).
Wir fassen die in der Ebene ¢ + 1 vorkommenden Zustande zusammen. Dazu setzen wir

N; = |J N(v).

veV;

Linkeste Vorkommen bestimmen: Zu jedem Zustand ¢ € N;, d.h. zu jedem Zustand,
der in der Ebene i 4 1 von BY, auftritt, ermitteln wir das linkeste Vorkommen. Dazu
bestimmen wir den linkesten Knoten v € V; fiir den ¢ € N(v) gilt, d.h. wir setzen

vi(q) :=min{v e V; | g€ N(v)},

wobei wir zwei Elemente u,v € {0,1}T gemifl <! vergleichen.

Nachfolgerbeschriftungen bestimmen: Ein Knoten v € V; hat genau dann einen linken
Nachfolger in der Ebene i + 1, wenn es Endzustinde ¢ € N; gibt mit v}(¢) = v. Ebenso
gibt es den rechten Nachfolger v1 genau dann in der Ebene ¢ + 1, wenn es Nichtend-
zustande ¢ € N; gibt mit v/ (¢) = v. Fiir jeden Knoten v € V; unterteilen wir also die
Menge der Zustdnde ¢ mit v7(¢) = v in Endzustdnde und Nichtendzusténde, um die
Nachfolgerknoten von v bestimmen zu kénnen, wir setzen also

N°(v):={q € N;NF |v=1(q)}

und
N'(v):={q € N;NF°|v=10i(q)}

Knoten und Beschriftung der Ebene i + 1 bestimmen: Anhand der Mengen N°(v)
und N'(v) kénnen wir fiir v € V; entscheiden, ob v einen linken oder rechten Nachfolger
besitzt und wie diese Nachfolger ggf. beschriftet sind. Der Knoten v hat den Nachfolger
ve mit € € {0, 1}, falls N¢(v) # 0 gilt, ve wird dann mit N¢(v) beschriftet, d.h wir setzen

Vig1 :={ve| v e Ve € {0,1} und N(v) # 0}
und fiir ve € V;4 sei
Air1(ve) := N(v).

Insgesamt definieren wir BY,, := U,cpv Vi. Die Menge BY,, C {0,1}* enthilt genau
ein Element der Grundmenge {0, 1}, namlich (q;). Ist ve € V11 mit € € {0,1}, so ist
v ein Element von V;, da bei der Definition von V;,; nur Elemente der Form v'¢’ mit
v' € V;und € € {0,1} in V;;; aufgenommen werden. Wir erhalten damit

Bemerkung 3.1 Sei A = (Q, %, ¢, 0, F) ein Biichi-Automat und o € ¥*. Die Menge
BY,, ist ein {0, 1}-Baum.
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Zu einem Knoten v € V; setzen wir E%a(v) = \i(v).

Satz 3.1 Sei A = (@, %, qr, 6, F) ein Biichi-Automat und « € 3¢. Dann sind die fol-
genden Aussagen gleichwertig:

i) Es gibt einen akzeptierenden Lauf von A auf «.
ii) Es gibt in BY, einen Pfad, der unendlich oft nach links verzweigt.

Wir zeigen zunéchst Hilfsaussagen, die wir fiir den Beweis von Satz (B.1)) bendtigen. Das
folgende Lemma garantiert — anschaulich gesprochen — fiir einen Biichi-Automaten A
und ein Wort o € L(A) die Existenz eines linkesten akzeptierenden Pfades in BY,,.

Lemma 3.1 Sei A = (Q,%,qr,6, F) ein Biichi-Automat. Sei a € L(A). Dann gibt es
einen bzgl. F-Projektion minimalen akzeptierenden Lauf.

Beweis Wir konstruieren einen Teilbaum von B 4 ,, in dem jeder unendliche Pfad akzep-
tierend ist. Dazu bilden wir Indizes jg, 71, ... und Mengen Vg, V1, ... mit: V; ist Teilmenge
der Knoten der Ebene j; von B4, und bilden den kleinsten Teilbaum B’ von B4, der
alle V; enthélt. Durch die spezielle Wahl der Indizes j; und der Mengen V; ist ein un-
endlicher Pfad in B’ ein minimaler akzeptierender Pfad von A auf a.

Setze Vo = {q}, jo := 0 und Ry := {p € Q¥ | p ist akzeptierender Lauf von
A auf a}. Da a € L(A) gilt, ist Ry # 0. Ist eine nichtleere Menge R von akzeptierenden
Laufen von A gegeben, so kann zu jedem j € IN ein j' > j gewahlt werden derart, daf3
ein p € R existiert mit p(j’) € F. Fiir ¢ > 0 konnen wir also j;41 > j; minimal wéhlen
mit der Eigenschaft: Es gibt ein p € R; mit (p(ji+1)) = 0. Setze

Riy1:={p € Ri | (p(ji+1)) = 0}
und setze weiterhin
Vit1 = {o | o ist Berechnungssegment auf «[0, j;+1) und 3,equop € Ry}
Sei V i= U;e Vi- Setze
B':={v e Q" | v ist Prifix eines v' € V'}

Die Menge B’ ist offensichtlich ein unendlicher @-Baum. Mit Kénigs Lemma ergibt sich:
B’ besitzt einen unendlichen Pfad .

Sei v € B’ mit |v| = j; + 1. Dann gilt v € V;. Denn aus v € B’ folgt: Es gibt ein ¢’ > i
mit v ist Préifix eines v' € Vj,. Der Knoten v" hat die Form v = vz mit x € Q*. Zu v’
gibt es ein p € Q¥ mit v'p € Ry C R;, somit ist vrp € R; und damit v € V.

Es gilt damit 7(j;) € V; fiir alle ¢ € IV, also ist 7 akzeptierender Pfad von B4 ,.

Annahme: Es gibt einen akzeptierenden Lauf p’ mit p/ <g p,. Dann géibe es ein
minimales j > 0 mit (p'(j)) # (p=(j)) und (p'(j)) = 0. Es gébe dann ein ¢ € IN mit
Ji < j < jiz1 im Widerspruch zur Wahl von j;,;. Also ist p, ein bzgl. F-Projektion
minimaler akzeptierender Lauf. O
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Bemerkung 3.2 Sei A = (Q,,qr,d, F) ein nichtdeterministischer Biichi-Automat.
Sei a € L(A). Sei p ein bzgl. F-Projektion minimaler akzeptierender Lauf von A auf
a. Dann ist p(0)p(1)...p(4) fiir jedes i € IN ein bzgl. F-Projektion minimales Element

von R, .

Beweis Gibe es ein i € IN so, daB es ein p' € R, ;) gibt mit p' <p p(0) ... p(i), so wire
p'p(i+1)p(i+2)... ein akzeptierender Lauf von A auf a mit kleinerer F-Projektion als
p im Widerspruch zur Wahl von p. O

Bemerkung 3.3 Sei A = (Q,X%,q,d, F) ein nichtdeterministischer Biichi-Automat.
Sei v € ¥¥. Sei j € IV, q € 6(q1,a[0,7)). Sei p bzgl. F-Projektion minimales Element
von R,. Dann gilt: (p) € BY, und ¢ € BY,((p)).

Beweis Fiir j = 0 ist ¢ = ¢; und p = ¢;. Offensichtlich ist (¢;) € BY e und g €
E%a«q[)). Fiir j > 0 hat p die Form p = p'q mit p’ € Rf |, fiir ein ¢ € Q. Das
Berechnungssegment p’ ist bzgl. F-Projektion minimales Element von R;_; ,, da an-
sonsten p'q = p nicht minimal bzgl. F-Projektion in R wire. Also gilt per Induktion

(¢') € BY, und ¢’ € BY,({¢)). Bei der Bestimmung von V; bei der Definition von BY,,
ist ¢ € N((')), also gilt vj_;(q) < (p'). Wire vi_,(q) < (p'), so gibe es ein Element
p" € R, mit (p") = v ,(q) < (p') im Widerspruch zur Minimalitét von p'. O

Beweis von Satz (B.1) i) = ii): Es gebe einen akzeptierenden Lauf von A auf a.
Es gibt einen bzgl. F-Projektion minimalen akzeptierenden Lauf p von A auf «, siehe
Lemma (B.)). Setze 7, := (p(0)) (p(0)p(1)) (p(O)p(l)p(2)> . Aus den Bemerkungen
(@) und (@) ergibt sich, daf 7, ein Knotenfolge in BY 1st. Offensichtlich ist 7,

ein Pfad in BY! o Da p ein akzeptierender Lauf ist, gilt (p(7)) = O fiir unendlich viele
verschiedene ¢ € IV, also zweigt 7, undendlich oft nach links ab.

—i) = —ii): Gibt es keinen akzeptierenden Lauf von A auf «, so gibt es nach Bemer-
kung (@) keinen Pfad in BY Aar der unendlich oft nach links verzweigt. Da é%a Teilbaum
von BY, ist, gibt es auch in BY! Yo keinen unendlich oft nach links verzweigenden Pfad.
O

Oé

3.2 Reduzierter Standardberechnungsbaum

Wir kénnen den Standardberechnungsbaum By, auf dieselbe Art reduzieren, wie wir
den 01-Berechnungsbaum B%a reduziert haben. D.h. gibt es in einer Ebene von B4,
verschiedene Knoten, die auf denselben Zustand enden, so wihlen wir genau einen dieser
Knoten aus, den wir in dieser Ebene belassen. Treffen wir diese Auswahl in der richtigen
Weise, erhalten wir einen zu B4, dquivalenten Baum B Aa-

Im folgenden beschreiben wir eine mégliche Art der Reduktion, die sich an die Re-

duktion des 01-Berechnungsbaums BY! A anlehnt. Anschaulich gesehen, wéhlen wir zu

jedem Knoten v € B . der Ebene 7 und jedem g € B (v) einen Knoten w der Ebene
i von B4, aus mit w(z—l)—qund( ) = .
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Fiir v,v" € Q" mit n > 0 und v(n — 1) # v'(n — 1) definieren wir:
v < = (v) < (V') oder ((v) = (V') und v(n — 1) <g v'(n — 1)),

wobei < eine beliebige aber feste Ordnung auf @) sei.

Wir definieren ebenenweise den Q-Baum B A, d.h. wir bilden Mengen Vg, Vi, V5. ..
mit V; C Q! fiir i € IN. Die Menge Vj ist dabei die Menge der Knoten der Ebene i des
Baums B4,.

Wir setzen Vj := {q;}. Der Knoten ¢; bildet die Wurzel von B Aq. Fir i > 0 bilden
wir V1 auf die folgende Weise aus V;:

a(i)-Nachfolger bestimmen: Wir berechnen zu jedem v € V; die Menge der «(i)-
Nachfolger von v(7), d.h. wir setzen fiir jedes v € V;

Wir fassen die in der Ebene ¢ + 1 vorkommenden Zustéinde zusammen, dazu setzen wir

N;:= |J N(v).

veV;

Minimales Vorkommen bestimmen: Zu jedem Zustand g € Ny, d.h. zu jedem Zustand,
der in der Ebene ¢+ 1 von B4, auftritt, ermitteln wir ein minimales Vorkommen. Dazu
bestimmen wir den bzgl. <- kleinsten Knoten v € V; fiir den ¢ € N(v) gilt, d.h. wir
setzen

)

vi (q) == minfv € Vi [ ¢ € N(v)}.

Da zwei verschiedene Knoten u, v von V; auf unterschiedliche Zustédnde enden, ist v} (q)
wohldefiniert.
Knoten der Ebene i + 1 bestimmen: Setze

Vier = {v](¢)q | ¢ € N;}.

Insgesamt definieren wir B Ao ‘= Uien Vi- Die Menge E%a C Q" enthélt genau ein
Element der Grundmenge (), ndmlich q;. Ist vq € V;, 1 mit ¢ € ), so ist v ein Element
von V;, da bei der Definition von V; 1 nur Elemente der Form v'¢’ mit v" € V; und ¢’ € @
in Vi, aufgenommen werden. Wir erhalten damit

Bemerkung 3.4 Sei A = (Q,%,q,0, F) ein Biichi-Automat und o € ¥“. Die Menge
By ist ein Q-Baum.

Bemerkung 3.5 Sei A = (Q, 3, q;,0, F') ein Biichi-Automat und « € 3*. Dann gilt:

i) Fiir ¢ € IN und ¢ € 6(qr, [0,7)) gilt: (v;(¢)) = v (q).

)

ii) Firov e E%a gibt es ein p € By, mit (p) = v.
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iii) Fiir einen unendlichen Pfad 7 in E%a gibt es einen Pfad 7’ in By, mit (o) = o5

Beweisi): Seii € IN und q € 6(qr, @[0,17)). Ist i = 0 so ist ¢ = ¢; und es gilt offensichtlich
(Vg (qr)) = v3*(gr). Fiir i > 0 gilt fiir alle p € 6(qr, [0, — 1)) mit ¢ € 6(p, a(i — 1)) per
Induktion (v,_1(p)) = v, (p). Es gilt also pf ,(q) = v’ ,(q) (siche Definition von B4,
und BY.,). Damit ist (vi(q)) = pi_1(a){a) = vi_i{a) = v{"(q).

ii): Sei v € BY, mit |v] = i + 1. Es gibt ein ¢ € BY,(v) und mit Teil i) gilt
(vi(q)) = v}" = v. Wihle p = v;(q).

iii): Sei 7 ein unendlicher Pfad in E%a. Setze Vi := {p € Bua | (p) = n(i) fiiri € IN.
Nach Teil ii) gilt V; # 0 fiir alle i € IN. Es gilt fiir ein p = pop1...p; € Vii po...pi—1 €
Vi_1. Weiterhin gilt Vo = {q;}, also ist die Menge B’ = U<y Vi ein unendlicher Q-Baum.
Mit Konigs Lemma erhidlt man einen unendlichen Pfad 7" in B’. Es gilt offensichtlich
7'(i1) € V; fur alle ¢ € IN und damit (7'(i)) = 7(i). Es gilt also (o) = 0,.0

Satz 3.2 Sei A = (Q, %, qr, 6, F) ein Biichi-Automat und o € 3. Dann sind die fol-
genden Aussagen gleichwertig:

i) Es gibt einen akzeptierenden Lauf von A auf «.

ii) Es gibt in B Ao €inen akzeptierenden Pfad.

Beweis i) = ii): Es gebe einen akzeptierenden Lauf von A auf o. Nach Satz (B.1]) gibt
es in BY, einen akzeptierenden Pfad m. Nach Bemerkung (@) gibt es in B4, einen
Pfad 7’ mit (0,/) = o, der Pfad 7’ ist damit akzeptierend.

—i) = —ii): Es gebe keinen akzeptierenden Lauf von A auf a. Damit gibt es nach
Bemerkung (2.2) in B4 keinen akzeptierenden Pfad. In By, kann es als Teilbaum von

B4, somit keinen akzeptierenden Pfad geben. O

4 Baumuntersuchungsverfahren

Wir stellen in diesem Abschnitt drei Untersuchungsverfahren fiir unendliche K-Béume
dar, die die Grundlage fiir die spéter beschriebenen Determinisierungsverfahren bilden.
Bei diesen Untersuchungsverfahren wird zu der Folge By, By, ... eines unendlichen K-
Baums B eine Folge Cy, C, ... von Kodierungsbdumen gebildet. Der Kodierungsbaum
C; spiegelt dabei die Struktur von B; wider so, daf§ an Hand der Kodierungsbaumfolge
zu erkennen ist, ob der untersuchte Baum B einen unendlichen Pfad einer bestimmten
Struktur besitzt. Der Unterschied zwischen den Untersuchungsverfahren besteht in der
Art der Kodierungsbéume und in den Voraussetzungen, die an den untersuchten Baum
B gestellt werden.
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4.1 Datenstrukturbidume

Wir geben hier die grundlegenden Definitionen und Notationen fiir die in den Baumun-
tersuchungs- und Determinisierungsverfahren verwendeten Baumstrukturen an. Dabei
sei V grundsétzlich eine endliche Menge von Knotennamen.

Definition 4.1 Ein Baum B iiber V ist ein Tripel B = (V, E,r) mit den folgenden
Eigenschaften:

eV CV,
e Das Paar (V, F) ist ein gerichteter Graph,
e rcV,
e zu jedem v € V gibt es genau einen Pfad von r nach v in (V| E),
Die Menge V heifit Knotenmenge von B, der Knoten r heifit Wurzel von B.

Fiir einen Knotennamen v € V schreiben wir v € B, falls v € V gilt. Ein Knotenname
v €V mit v ¢ B heifit frei. Sind v,w € B mit (v,w) € E, so heiit w Nachfolger von
v und v heilt Vorginger von w. Liegt ein Knoten v # w auf dem Pfad von der Wurzel
r nach w, so nennen wir w Nachfahre von v. Mit |B| bezeichnen wir die Anzahl der
Knoten in B.

Ein beschrifteter Baum ist ein Baum B zusammen mit einer Menge von n Beschrif-
tungsfunktionen {\; : V — X; | X; ist eine Menge 1 < i > n} fiir ein n € IN. Die
Funktionen \; heiflen Beschriftungskomponenten von B.

Ein geordneter Baum ist ein Baum B zusammen mit einer transitiven Relation
S C V x V mit der folgenden Eigenschaft: Haben zwei Knoten v,w € B denselben
Vorgénger, so gilt entweder (v,w) € S oder (w,v) € S. Die Relation S nennen wir
Geschwisterordnung.

In einem geordneten Baum B iiber V), konnen wir die Geschwisterordnung S auf
verschiedene Weise zu einer Ordnung auf ganz V' ausdehnen. Dies beschreiben wir im
folgenden. Fiir B gibt es verschiedene Moglichkeiten die Knoten in eine Reihenfolge zu
bringen, eine ergibt sich aus der postorder Durchlaufstrategie.

Bei der postorder Durchlaufstrategie werden zunéchst die Teilbdume der Nachfolger
der Wurzel in der durch S festgelegten Reihenfolge geméfl postorder Strategie durch-
laufen und daran anschlieSfend die Wurzel besucht. Die sich daraus ergebende Ordnung
bezeichnen wir mit <f)ostv ergibt sich S aus dem Zusammenhang, so schreiben wir <post.
In Abbildung (f) ist ein geordneter Baum dargestellt, die Geschwisterordnung ist durch
das <-Zeichen angedeutet, die Numerierung der Knoten beschreibt die dazugehorige
Ordnung <post-

Bei der Abschétzung der Grofle der spéiter konstruierten Automaten bendtigen wir
folgende Bemerkung;:
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(2) < () < (&)
<@ ©<@

Abbildung 5: Erweiterung einer Geschwisterordnung auf alle Knoten durch postorder
Durchlaufstrategie

Bemerkung 4.1 Sei V eine endliche Menge von Knotennamen. Sei n < |V|]. Sei B die
Menge der geordneten Béume iiber V mit héchstens n Knoten. Dann gilt |B| € 20 le™),

Beweis Einen Baum B € B koénnen wir durch drei Abbildungen eindeutig darstellen.
Die erste Abbildung beschreibt die Zuordnung von Knoten zu Knotennamen, sie ist eine
Abbildung von {1,...,n} nach VU{L}, wobei L als Wert fiir nicht vorhandene Knoten
verwendet wird. Es gibt

n _ gnlog(|V|+1) _ 9n(logn+z) O(nlogn)
(V] +1)" =2 2 €2

solche Abbildungen.

Die Kantenmenge E von B stellen wir als Funktion von {1,...,n} in {0,1,...,n}
dar. Wobei wir einem Knoten ¢ seinen eindeutigen Vorgénger zuordnen. Der Wert 0
wird als Wert fiir Knoten ohne Vorgénger verwendet. Es gibt (n 4 1)" € 201%¢™) golche
Funktionen.

Die Geschwisterordung stellen wir ebenfalls als Funktion von {1,...,n}in {0,1,...,n}
dar. Hier ordnen wir einem Knoten sein geméfl Geschwisterordnung néchstgrofleres Ge-
schwister zu. Der Wert 0 dient wieder dazu, die Abbildung total zu machen. Es gibt
(n + 1)" € 20(mlosn) golche Funktionen.

Insgesamt konnen wir also die Anzahl der Baume aus B wie folgt abschétzen:

’B’ c 2(9(n10gn)2(9(n10gn)2(9(n10gn) c 2(9(n10gn).

Dies war zu zeigen. O
Fiir spétere Abschétzung benotigen wir die folgende Bemerkung;:
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a) b) =y

Abbildung 6: Kodierung eines endlichen {0,1}-Baums durch Pfadsegmentierung

Bemerkung 4.2 Sei B ein endlicher Baum iiber V. Es gelte fiir alle Knoten v € B: v
hat genau zwei Nachfolger oder v ist ein Blatt. Sei [ die Anzahl der Bléitter von B. Dann
gilt |B| =21 — 1.

Beweis Ist [ = 1 so gilt die Behauptung offensichtlich. Ist [ > 1 so gibt es zwei Blétter
vy, V9 die einen gemeinsamen Vorgédnger v haben. Entfernen wir die Blatter v; und vy
aus B, so erhalten wir einen Baum B’ mit [ — 1 Bléttern und |B| — 2 Knoten. Es folgt:
|B| = |B'|+2=2(l—1) — 1+ 2= 2] — 1. Dies war zu zeigen. O

4.2 Pfadsegmentierung

In Abbildung (Ba) sei der Baum By eines zu untersuchenden unendlichen {0, 1}-Baums B
dargestellt. Wir sind nur an den unendlichen Pfaden von B interessiert. Die unterlegten
Knoten von B, konnen auf keinem unendlichen Pfad liegen, da ihre Knoten schon keine
Nachfahren in der Ebene 4 von B haben. Informationen zu diesen Knoten miissen wir
im Kodierungsbaum S, zu By also nicht speichern. In Abbildung (fb) ist der bereinigte
Baum B] dargestellt, d.h. es wurden die unterlegten Teile von B, weggelassen. Wir
konnen fiir keinen Knoten von B)j ausschliefien, daf er auf einem unendlichen Pfad von
B liegt. Im Kodierungsbaum S; miissen wir den gesamten Baum B/ beriicksichtigen.

Die Kodierungsbédume miissen in der Grole beschréankt bleiben, da sie letztendlich
Zusténde eines endlichen Automaten sein sollen. Wir fassen deshalb Pfadsegmente in B},
die keine Abzweigungen besitzen, zu einem Knoten in S, zusammen. Die Verzweigungs-
struktur von S, spiegelt die Beziehung der représentierten Pfadsegmente untereinander
wider. In Abbildung (gb) sind die Pfadsegmente von B, die keine Abzweigungen ha-
ben, umrandet. Ein sich daraus ergebender Kodierungsbaum S ist in Abbildung (fc)
wiedergegeben.

Wir untersuchen den unendlichen Baum B ebenenweise, d.h. wir bilden zu der Folge
Bj, B}, B, ... der bereinigten Teilbdume die Folge Sy, S1, Sa, ... von dazugehorigen Ko-
dierungsbdumen. Anhand der Folge der Kodierungsbdume entscheiden wir, ob B einen
unendlich oft nach links verzweigenden Pfad besitzt.
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Abbildung 7: Ubergang vom Pfadsegmentierungsbaum Ss zum Baum S,

Um den Kodierungsbaum S;,; zu bestimmen, gehen wir von S; aus und integrieren
die Informationen der Ebene ¢+ 1 von B. Als Beispiel betrachten wir die Baume B} und
B} zu dem in Abbildung () dargestellten Baum und den Ubergang zwischen diesen.
Um Bj zu erhalten, erweitern wir Bj um die Knoten der Ebene 4 von B. AnschlieBend
streichen wir die Knoten, die nicht auf einem Pfad von der Wurzel zu einem neuen
Blatt liegen. Beim Streichen von Knoten kénnen neue Pfadsegmente ohne Abzweigungen
entstehen, siche Abbildung ([fa).

Dasselbe Vorgehen kénnen wir auch anwenden, um aus S3 den Baum Sy zu erhalten.
D.h. wir fiigen zu den Bléttern von S5 entsprechend der Struktur von B, Nachfolger
hinzu und entfernen diejenigen Knoten, die kein neues Blatt als Nachfahren haben.
Entsteht hierbei ein Knoten v, der nur einen Nachfolger w hat, so fassen wir die Knoten
v und w zusammen und v représentiert dann auch das Pfadsegment von w. In diesem
Fall sagen wir: “Der Knoten v tibernimmt den Knoten w ”, siche Abbildung ([ib).

Bilden wir auf diese Weise die Folge Sy, S1, . .. so finden wir in S; alle Pfade der Lange
1 von B; in Pfadsegmente unterteilt wieder. Insgesamt decken wir so alle unendlichen
Pfade von B ab, d.h. es wird fiir jeden unendlichen Pfad 7 von B einen Knotennamen
vy geben, der immer groflere Teile von 7 représentiert. Der Knoten v, kann also von
einer bestimmten Stelle an als Repréasentant von 7 in der Folge der Kodierungsbiume
angesehen werden.

Um entscheiden zu kénnen, ob B einen unendlich oft nach links verzweigenden Pfad
besitzt, miissen wir in den Knoten der Kodierungsbaume zusétzliche Informationen zu
der Struktur der représentierten Pfadsegmente speichern. Wir unterscheiden dazu fiir
einen Knoten v € .S; drei Félle:

rot. Das Pfadsegment von v enthélt keinen 0-Knoten,



4 BAUMUNTERSUCHUNGSVERFAHREN 26

gelb: das Pfadsegment von v enthilt einen 0-Knoten aber beim Ubergang von S;_; zu
S; ist kein neuer 0-Knoten hinzugekommen oder

griin: beim Ubergang von S;_; zu S; ist zu dem Pfadsegment von v eine neuer 0-Knoten
hinzugekommen.

Wir erkennen an der Folge Sy, 51, ... der Kodierungsbaume, dafl der untersuchte Baum
B einen Pfad besitzt, der unendlich oft nach links verzweigt, wenn es einen Knotennamen
v gibt, der ab einem Index ¢ zu allen Kodierungsbdumen mit groflerem Index gehért und
fiir den unendlich oft Fall griin eintritt.

Wir gehen nun zu einer formalen Beschreibung der Kodierungsbaume und des zu-
vor beschriebenen Verfahrens zur Berechnung der Folge Sy, S; ... der Pfadsegmentie-
rungsbdume zu einem gegebenen unendlichen {0, 1}-Baum iiber.

Sei B ein endlicher {0, 1}-Baum der Tiefe ¢.

Ein Pfadsegmentierungsbaum S (kurz S-Baum) zu B ist ein beschrifteter Baum iiber
einer endlichen Knotennamenmenge V), bei dem jeder Knoten genau zwei Nachfolger hat
oder ein Blatt ist.

Die Beschriftung von S hat die Komponenten: anfang, ende, farbe und knoten.

Die Funktionen anfang und ende ordnen jedem Knoten v € S einen Knoten aus B
zu, wobei gilt:

anfang(v) = ende(v) oder ende(v) ist ein Nachfahre von anfang(v).

Fiir einen Nachfolger w von v gilt: anfang(w) ist ein Nachfolger von ende(v) in B. Fiir
einen Knoten v € S setzen wir pfad(v) := [anfang(v), ende(v)], pfad(v) ist das von v
reprasentierte Pfadsegment des bereinigten Baums B’ zu B. Fiir einen Knotennamen
v ¢ S bezeichne pfad(v) das leere Pfadsegment.
Die Funktion farbe ordnet jedem v € V ein Element aus {rot, gelb, griin} zu. Dabei
gilt:
farbe(v) € {gelb, grin} < pfad(v) enthélt einen 0-Knoten.

Die Funktion knoten ordnet jedem v € S eine Teilmenge der Knoten der Tiefe ¢ von
B zu, wobei gilt:

knoten(v) # 0,

ist v die Wurzel von S, so gilt: knoten(v) ist die Menge der Knoten der Tiefe ¢ von
B

’

lknoten(v)| = 1 < v ist ein Blatt von S,

ist v ein Blatt, so gilt: knoten(v) = {ende(v)} und

sind vy, vy Nachfolger von v, so gilt: knoten(v) = knoten(v;)Uknoten(vs).
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Wir geben nun eine Pseudocodebeschreibung des oben angedeuteten Verfahrens an,
das zu einem unendlichen {0, 1}-Baum B mit beschrénkter Breite b eine Folge S, 51, . ..
von S-Béumen zu By, By, ... iiber V, bestimmt, wobei V, = {1,...3b — 1}. Fiir die Be-
schriftungskomponente knoten von S; schreiben wir knoten;, die iibrigen Komponenten
der Beschriftung bezeichnen wir entsprechend.

Der Baum Sy bestehe nur aus einem Knoten, wir wihlen als Knotennamen 1 € V),
und wir setzen: knoteng(1) := {r}, anfang,(1) := endey(1) := r, wobei r die Wurzel von
B sei. Falls r = 1 gilt, setzen wir farbeg(1) := rot, ansonsten setzen wir farbey(1) := griin.
Der Baum Sy ist offensichtlich ein S-Baum zu By iiber V.

Fiir ¢+ > 0 bestimmen wir S;,; aus S; nach dem folgenden Verfahren:

{Kopieren}
1: 5] :=5;
2: fiir jedes v € S;
3: wenn farbe;(v) = griin
4: farbe](v) := gelb

{Erweitern}
5: fiir jedes v € S;

6:  knoten)(v) := {y | y ist Nachfolger von z fiir ein x € knoten;(v)}
7: fiir jedes Blatt v € S;
8 wenn knoten(v) einen 0-Knoten y enthilt
9 fiige neuen Nachfolger w von v zu S} hinzu
10: knoten;(w) := {y}; farbe}(w) := griin
11: anfang’;(w) := endej(w) 1=y
12: wenn knoten)(v) einen 1-Knoten y enthiilt
13: fiige neuen Nachfolger w von v zu S; hinzu
14: knoten;(w) := {y}; farbe}(w) := rot
15: anfang)(w) := endej(w) :=y
{Ausdiinnen}
16: entferne alle Knoten v aus S/ mit knoten}(v) = 0
{Verdichten}
17: solange es noch Knoten in S; gibt, die genau einen Nachfolger haben
18: wihle einen Knoten v € S! aus, der genau einen Nachfolger w hat
19: wenn farbel(w) € {griin, gelb}
20: farbe](v) := griin
21:  ende}(v) := ende}(w)
22: mache Nachfolger von w zu Nachfolgern von v
23:  entferne w aus S
24: Si+1 = Sz/

Erlduterungen Wird ein Knoten w aus S} entfernt, so werde farbe;(w) := rot ge-
setzt. Im Erweiterungsschritt werden neue Knoten zu S hinzugefiigt. Da der untersuchte
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Baum die Breite b hat, werden hochstens b neue Knoten hinzugefiigt. Aufgrund der an
Segmentierungsbidume gestelle Bedingung hat S; hochstens b Blatter. Nach Bemerkung
(B.2) hat S; somit hochstens 2b — 1 Knoten. Es gibt also fiir den Erweiterungsschritt
geniigend freie Knotennamen in V,. Um eine eindeutige Folge von Segmentierungsbium-
en zu erhalten, werden bei den Schritten 7 und 18 die Knoten in der Reihenfolge ihrer
Knotennamen behandelt. Bei den Schritten 9 und 13 werde der jeweils kleinste freie
Knotenname verwendet.

Mit Hilfe des folgenden Lemmas ergibt sich, dafl die nach dem obigen Verfahren
bestimmte Folge Sy, S, . .. eine Folge von Pfadsegmentierungsbaumen zu By, By, . . . ist.

Lemma 4.1 Sei B ein unendlicher {0, 1}-Baum. Sei V; die Knotenmenge der i-ten Ebe-
ne von B. Sei Sy, S1, . .. die Folge von Baumen geméfl obigem Verfahren zu B. Seii € IN.
Sei v € S;. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) 1 € S; und knoten;(1) =V;

ii) Sind v; und vy die Nachfolger von v in S;, so gilt:
knoten;(v) = knoten;(v;) Uknoten; (vs).

iii) Ist x € knoten;(v), so gilt: ende;(v) = x oder z ist Nachfahre von ende;(v).

iv) Sei y € B von der Form y = z0. Ist y € pfad,(v) und y ¢ pfad,_,(v), so gilt:
farbe;(v) = griin.

v) Sei farbe;(v) € {gelb, grin}. Ist v € S;41, so gilt: farbe; 1 (v) € {gelb, grin}.

vi) Sei x € knoten;(v). Sei N die Menge der Nachfolger von z in B. Ist v € S;;1, so
gilt: N C knoten;1(v).

vii) Ist farbe;(v) = griin, so gilt: |pfad;(v)|o > |pfad,_;(v)]o.

Beweis Fiir i = 0 gelten die Aussagen i)-vii) offensichtlich. Seien die Aussagen giiltig
bis zu einem ¢ € IN. Dann gelten die Punkte i), ii), v) und vi) offensichtlich auch fiir
1+ 1.

Zu iii): Nach dem Erweiterungsschritt gilt fiir die neu hinzugekommenen Blitter
v € Sj: ende(v) = x und knotenjv) = {z}. Fiir einen inneren Knoten v € Sj gilt offenbar
fiir ein 2 € knoten)(v): 2 ist Nachfahre von ende;(v) = ende}(v). Ubernimmt ein Knoten
v beim Verdichten von S! einen Nachfolger w, so galt vorher knoten’(v) = knoten(w).
Da zuvor fiir alle x € knoten}(w) galt: ende,(w) = x oder x ist Nachfahre von ende}(w)
und in Schritt 21 ende(v) := ende(w) gesetzt wird, bleibt die Bedingung durch das
Verdichten erhalten.

Zu iv): Wenn v ¢ S; gilt, dann mufl v ein neues Blatt von S;;; sein und es muf
gelten knoten; 11 = {y} und daher wegen der Schritte 8-10 ist farbe;,;(v) = grin. Wenn
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v € S; gilt, dann muB v im Verlauf des Ubergangs von S; zu S;.; einen Knoten w
{ibernommen haben mit: y € pfad;(w). Der Knoten y wird beim Ubergang zu S},
in einem griinen Blatt in den Schritten 8-10 in S}, aufgenommen. Der Knoten, zu
dessen Pfad y gehort ist in jedem der folgenden Bédume offensichtlich gelb oder griin.
Daher gilt bei der Ubernahme von w durch v: farbe)(v) € {gelb, griin} und somit gilt
farbe; 1 (v) = griin.

Zu vii): Ist v ein neuer Knoten von S;,;, dann ist v ein Blatt. Damit besteht
pfad; ., (v) aus genau einem 0-Knoten und die Aussage gilt offensichtlich, da fiir Kno-
tennamen w, die nicht in S; liegen, per Definition pfad,(w) der leere Pfad ist. Ist v € S;,
so mufl v beim Verdichten einen Nachfolger w iibernommen haben mit: farbe)(w) €
{griin, gelb}. Es muf also fiir ein j < i 4+ 1 beim Ubergang zu S; ein neues Blatt u
zu S; hinzugekommen sein, daff ein Nachfolger von v war, mit faurbe;_1 = griin nach
den Schritten 8-10 und dessen 0-Knoten in einer Folge von Ubernahmen zu pfad(w)
hinzugekommen ist. O

Mit Hilfe von Lemma ([.1]) beweisen wir den folgenden Satz. Der Satz bietet uns die
Moglichkeit dieses Baumuntersuchungsverfahren in Form eines deterministischen Rabin-
Automaten zu simulieren.

Satz 4.1 Sei B ein unendlicher {0, 1}-Baum mit beschrinkter Breite b. Sei Sy, S1, Sa, . . .
die Folge der Pfadsegmentierungsbdume zu B iiber V, = {1,...,3b — 1}. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

i) Es gibt einen Pfad 7 in B, der unendlich oft nach links verzweigt.

ii) Es gibt einen Knotennamen v € V;, mit farbe;(v) = griin fiir unendlich viele ¢ € IV
und farbe;(v) = rot fiir nur endlich viele i € IV.

Beweis i)=ii): Sei 7 ein Pfad in B, der unendlich oft nach links verzweigt. Wir suchen
einen Knotennamen v € Vj, der die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) 3i € INVj > i(v € Sj und 7(j) € knoten;(v)) und
(2) v tibernimmt unendlich oft einen Nachfolger.

Erfiillt ein Knotenname v € V), diese Bedingungen, so gibt es ein i, € IN derart, daf fiir
alle j > 1, gilt: v € S; und 7(j) € knoten;(v), d.h. nach Lemma ([L.1)) iii) 7(j) = ende;(v)
oder 7(j) ist Nachfahre von ende;(v), d.h. ende;(v) liegt auf .

Nach Bedingung (2) iibernimmt v unendlich oft einen Nachfolger, d.h. es gilt

lim tiefe(ende;(v)) = oo.
j—o0

Es gilt also:

() Fiir jedes 7 > i, gibt es ein j > i so, daf 7(i) auf pfad;(v) liegt.
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Wir zeigen nun, dafl farbe;(v) = grin fiir unendlich viele ¢ € IV und farbe;(v) = rot
nur fiir endlich viele i € IN gilt. Sei dazu zunéchst j > 4,. Nach Voraussetzung gibt
es ein j° > j mit 7(j’) ist ein 0-Knoten. Nach (x) gibt es ein minimales j” > j' mit
7(j') liegt auf pfad;,(v), nach Lemma (f.T)) iv) gilt farbe;.(v) = griin. Es gilt also fiir
unendlich viele ¢ € IN: farbe;(v) = grin. Ist farbe;(v) = grin fiir ein j > i,, so folgt mit
Lemma (f.1)) v) fur alle j* > j: farbe; € {grin, gelb}. Es gilt also nur fiir endlich viele
i € IN: farbe;(v) = rot.

Es bleibt zu zeigen, dal ein Knotenname v € V), existiert, der die Bedingungen
(1) und (2) erfiillt. Der Knotenname 1 erfiillt die Bedingung (1), siehe Lemma ([.1])
i). Ubernimmt 1 unendlich oft einen Nachfolger, so ist 1 der gesuchte Knotenname.
Ubernimmt 1 nur endlich oft einen Nachfolger, so gibt es ein i € IN derart, daf 1
in S; zwei Nachfolger v; und v, hat, fiir die fiir alle 5 > 7 + 1 gilt v;,v, € §;. Nach
Lemma ([.1)) ii) gilt entweder 7(i) € knoten;(v;) oder m(i) € knoten;(vy). Es gelte
0.B.d.A. 7(i) € knoten;(vy). Mit Lemma (f.1]) vi) folgt 7(j) € knoten;(v,) fiir alle
j > i. Ubernimmt Knoten v; unendlich oft einen Nachfolger, so ist v; der gesuchte
Knotenname. Ubernimmt v; nur endlich oft einen Nachfolger, so fahren wir in derselben
Weise fort. Da die Tiefe der Kodierungsbaume beschréankt ist, erhalten wir so einen
Knoten v, der die Bedingungen (1) und (2) erfiillt.
ii)=1): Sei v € V, ein Knotenname fiir den fiir unendlich viele i € IV gilt farbe;(v) = griin
und fiir den nur fiir endlich viele ¢ € IN gilt farbe;(v) = rot. Es gibt also ein i, € IN so,
daB fiir alle j > 4, gilt v € S;.

Seien jo < j1 < J2 ... Indizes mit j, = i, und farbej, (v) = grin fir k > 1. Fiir k > 0
gilt: ende;, ,, (v) ist ein Nachfahre von ende;, in B. Es gibt also einen unendlichen Pfad
7 in B, der die Knoten ende;, (v) fiir £ > 0 besucht.

Nach Lemma ([.1)) vii) ist die Anzahl der Linksabzweigungen auf dem Pfadsegment
pfad;,, , (v) mindestens um eins grofer als die Anzahl der Linksabzweigungen auf dem
Pfadsegment pfad; (v). Also gibt es auf dem Pfadsegment von der Wurzel von B nach
endej, (v) mindestens k Linksabzweigungen. Insgesamt zweigt 7 also unendlich oft nach
links ab. O

Betrachten wir den Algorithmus zur Bestimmung des Kodierungsbaums S;; aus
S; genauer, so erkennen wir, dafl die Komponenten anfang und ende nicht wesentlich
sind, sie dienen nur der Vereinfachung der Argumentation im Beweis zu Satz (f.1)). Wir
kénnen diese Komponenten weglassen.

Kennen wir die Beschriftung der Blétter eines S-Baums .S, so ergeben sich die Werte
knoten(v) fiir innere Knoten v durch sukzessive Vereinigung. Wir kénnen uns bei der
Komponente knoten der Beschriftung somit auf die Blatter beschrinken. Dies werden
wir bei der spéteren Anwendung des Verfahrens beriicksichtigen.

Wir haben hier das Verfahren der Pfadsegmentierung speziell fiir die Suche nach
einem unendlich oft nach links verzweigenden Pfad in einem {0, 1}-Baum beschrieben.
Durch entsprechende Abénderung der Definition von Segmentierungsbaumen und des
Verfahrens zur Bestimmung des Folge der Segmentierungsbédume kénnen wir dieses Ver-
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fahren leicht in einem allgemeineren Rahmen nutzen: Dabei betrachten wir unendliche
K-Baume B, deren Knotenmenge in zwei Klassen Ky und K; partitioniert ist. In die-
sem allgemeineren Fall suchen wir einen Pfad von B, der unendlich viele Knoten von Kj
enthélt. Das im folgenden Abschnitt beschriebene Verfahren geht von der allgemeineren
Problemstellung aus.

4.3 Pfadverfolgung

Das Verfahren der Pfadverfolgung nach Emerson und Sistla untersucht unendliche K-
Baume B mit beschrinkter Breite . Dabei ist die Knotenmenge von B in zwei Klassen
Ko und K, unterteilt, d.h. B = KyUK. Ziel ist es zu entscheiden, ob der Baum B einen
Pfad enthélt, auf dem unendlich viele Knoten aus K, liegen.

Durch die beschriankte Breite b von B kann es in B hochstens b verschiedene un-
endliche Pfade geben. Jedoch kann es Pfadsegmente geben, die in Sackgassen fiihren,
d.h. die nicht auf einem unendlichen Pfad liegen, diese Moglichkeit stellt sich als Haupt-
schwierigkeit heraus.

Es miissen sehr viele Informationen zu Pfadsegmenten gespeichert werden und die
Verwaltung dieser Informationen 1483t das Verfahren kompliziert werden. Eine Abwand-
lung dieses Verfahrens fiir {0, 1}-Bédume werden wir im néchsten Abschnitt darstellen.
Es verfolgt dieselbe Idee aber nutzt die spezielle Struktur von {0, 1}-Bédumen aus, um
die zu speichernden Informationen und den noétigen Verwaltungsaufwand zu verringern.
Wir stellen das Verfahren hier nur auf einer informellen Ebene dar, um die Idee zu
verdeutlichen.

Wie der Name des Verfahrens andeutet, wird versucht Pfade des gegebenen Baums
B zu verfolgen. Fiir die Verfolgung der Pfade werden Markierungen (kurz Marker) ver-
wendet. Jedem verfolgten Pfadsegment von B wird ein Marker zugeordnet. Der Baum
B wird ebenenweise untersucht, d.h. im i-ten Schritt des Verfahrens werden diejenigen
Pfadsegmente betrachtet, die von der Wurzel von B bis zur Ebene ¢ von B fiihren, die-
se Pfadsegemente heiflen aktive Pfadsegmente. Da B eine Breite von b hat, sind nur b
verschiedene Marker notwendig, um alle aktiven Pfadsegmente zu représentieren.

Fiir einen Marker ¢ gibt es b Signalpaare (i,0), ..., (i,b — 1). Insgesamt gibt es also
b? solche Signalpaare. Ein Signalpaar (i, j) besteht aus einem griinen und einem roten
Signal. Die Bedeutung dieser Signalpaare wird spéter erldutert.

Beim Ubergang von einer Ebene von B zur néchsten, gibt es fiir das durch einen
Marker ¢ reprasentierte Pfadsegment p; drei Moglichkeiten:

1. p; kann nicht in die nédchste Ebene fortgesetzt werden,

2. es gibt genau einen Knoten der nichsten Ebene, durch den pu; fortgesetzt werden
kann oder

3. es gibt mehrere Knoten durch die p; erweitert werden kann.



4 BAUMUNTERSUCHUNGSVERFAHREN 32

Im Fall 3. miissen wir eine der moglichen Alternativen fiir die Erweiterung von p;
auswahlen. Dabei konnen wir falsche Entscheidungen treffen, d.h. wir erweitern p; durch
einen Knoten derart, dal p; nicht mehr zu einem unendlichen Pfad erweitert werden
kann. Wiifiten wir, welche der méglichen Folgeknoten auf einem unendlichen Pfad lie-
gen, so kdmen wir fiir jeden Marker ¢ mit nur einem Signal (i, 0) aus. Wir miifiten einen
der Folgeknoten zq,...,2; von p;, die auf einem unendlichen Pfad liegen, auswéhlen
und p; um diesen erweitern, z.B. den Knoten x;. Fiir die anderen Folgeknoten, die auf
einem unendlichen Pfad liegen, wihlen wir noch freie Marker aus und diese beginnen
mit der Verfolgung der Pfade, die von x5, ..., z; ausgehen. Da es héchstens b verschiede-
ne unendliche Pfade in B gibt, reichen dazu b Marker aus. Wir das Pfadsegment eines
Markers i um einen Knoten aus K| erweitert, so losen wir das Signal (i,0) aus. Dann
gibt es genau dann einen Pfad von B, der unendlich viele Knoten aus K besucht, wenn
ein Signal (i,0) gibt, das unendlich oft ausgelost wird.

Wir haben jedoch keine Moglichkeit, bei verschiedenen Erweiterungsmoglichkeiten
eines Pfadsegments u;, zu entscheiden, welche zu einem unendlichen Pfad gehort und
welche nicht. Daher kann es sein, dafl ein Pfadsegment p; in eine Sackgasse gerit, da
wir zuvor pu; falsch erweitert haben.

Beginnt der Marker ¢ zu einem spéteren Zeitpunkt mit der Verfolgung eines anderen
Pfadsegments, so kann es geschehen, daf§ das Signal (i,0) unendlich oft ausgelost wird,
obwohl die auslosenden Kj-Knoten nicht auf einen Pfad liegen.

Um diese Moglichkeit zu beriicksichtigen, konnten wir aus den Signalen (i, 0) Signal-
paare machen, die aus einem griinen und einem roten Signal bestehen. Wann immmer
der Marker 7 in eine Sackgasse gerét, wird das rote Signal des Signalpaares (i,0) aus-
gelost; besucht das zu ¢ gehorende Pfadsegment einen Knoten aus Ky, so wird das griine
Signal ausgelost. Wird zu einem Marker ¢ unendlich oft das griine Signal ausgeltst und
nur endlich oft das rote Signal, so gibt es einen Zeitpunkt, von dem an i nie wieder
in eine Sackgasse gerédt und danach noch unendlich oft einen Ky-Knoten besucht, siehe
Abbildung (Ba). Wird andererseits das rote Signal zum Marker ¢ unendlich oft ausgelost,
so wissen wir, dafl der Marker ¢ jeweils nur endliche Pfadsegmente verfolgt hat, siehe
Abbildung (Bb).

Gehen wir auf diese Art vor, so kann es sein, dafl wir einen Pfad, der unendlich viele
Ky-Knoten enthélt iibersehen. Siehe Abbildung (Ja).

Wir diirfen die Informationen, die ein Marker wéahrend der Verfolgung eines Pfad-
segments sammelt, nicht vergessen, wenn er in eine Sackgasse gerét, sondern wir miissen
die verwertbaren Informationen weiter nutzen. Hierzu fithren wir den Mechanismus des
Ubernehmens ein. Das bedeutet, wenn ein Marker i in eine Sackgasse geriit dann ver-
sucht er, so lange auf seinem Pfadsegment zuriickzugehen, bis er ein Pfadsegment findet,
welches von seinem abzweigt und das in die nédchste Ebene weitergefiihrt werden kann.

Als Beispiel betrachten wir Abbildung (fb). Wenn p; in eine Sackgasse geriit, iiber-
nimmt er das von Marker 2 verfolgte Pfadsegment, das von u; zuvor abgezweigt ist. Der
Marker 2 ist danach keinem Pfadsegment zugeordnet. Dies zeigen wir dadurch an, dafl



4 BAUMUNTERSUCHUNGSVERFAHREN 33

Abbildung 8: Erliuterung der Funktionsweise der Signalpaare. Knoten aus Ky sind durch
Kreise gekennzeichnet. a) Das griine Signal des Paares (1,0) wird unendlich oft ausgeldst. b)
Das rote Signal des Paares (2,0) wird unendlich oft ausgeldst.

Abbildung 9: a) Fiir beide Paare (1,0) und (2, 0) wird das rote Signal unendlich oft aus-
gelost. b) Mechanismus des Ubernehmens von Pfadsegmenten. Der Marker 1 iibernimmt
Pfadsegmente von Marker 2.
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das rote Signal der beiden Signalpaar (2,0) und (2, 1) ausgelost wird. Da Marker 1 sein
Pfadssegment gy nicht auf direktem Weg fortsetzen konnte, 16sen wir das rote Signal
des Signalpaares (1,0) aus. Das rote Signal des Paares (1,0) dient dazu, ein unendlich
oft ausgelostes griines Signal des Paares (1,0) nicht falsch interpretieren. Weil auf dem
gekennzeichneten Pfadsegment, das nun zu p; gehort, ein Ky-Knoten liegt, 16sen wir
das griine Signal des Paares (1, 1) aus.

Allgemein konnen wir fiir den Fall eines unendlichen K-Baums der Breite 2 die
folgenden Félle fiir den Marker 1 unterscheiden:

1. Ab einer bestimmten Tiefe setzt Marker 1 sein Pfadsegment p; immer direkt fort.
Dann wird nie wieder das rote Signal des Paares (1,0) ausgelost. Dann enthélt der
von Marker 1 verfolgte unendliche Pfad genau dann unendlich viele Ky-Knoten,
wenn das griine Signal des Paares (1,0) unendlich oft ausgelost wird.

2. Marker 1 gerdt unendlich oft in eine Sackgasse, d.h. es wird unendlich oft das rote
Signal des Paares (1,0) ausgelost. Dann enthélt der von Marker 1 verfolgte Pfad
genau dann unendlich viele Ky-Knoten, wenn das griine Signal des Paares (1,1)
unendlich oft ausgelost wird.

Um die Verallgemeinerung des eben beschriebenen Prinzips der Signalpaare zu ver-
deutlichen, stellen wir die Entwicklung eines Pfadsegments p; auf besondere Weise dar.
Zunéchst gehen wir zu einer horizontalen Darstellung iiber, d.h. Baume verlaufen von
links nach rechts und nicht — wie iiblich — von oben nach unten. Betrachte zum folgenden
die Abbildung ([I0). In Abbildung ([[0a) gerdt Marker 1 in eine Sackgasse und iibernimmt
das Pfadsegment von Marker 2. Wir interpretieren diese Ubernahme als Uberspringen
des Pfadsegments, das in eine Sackgasse gefithrt hat und stellen dies wie in ([[0a) rechts
angedeutet dar. Eine Ubernahme dieser Art nennen wir eine Ubernahme erster Stufe.
Gerat das Pfadsegment py wiederum in eine Sackgasse und iibernimmt Marker 1 ein
Pfadsegment, so gibt es dafiir zwei Moglichkeiten:

1. das {ibernommene Pfadsegment zweigt nach dem Knoten v; von p; ab oder
2. das iibernommene Pfadsegment zweigt vor dem Knoten v, von puq ab.

Im ersten Fall ergibt sich wiederum eine Ubernahme der Stufe 1, im zweiten Fall nen-
nen wir die Ubernahme eine Ubernahme der Stufe 2, denn es muBte eine vorherige
Ubernahme der Stufe 1 zuriickgenommen werden.

Im allgemeinen Fall heifit eine Ubernahme Ubernahme der Stufe n, falls die maximale
Ubernahmestufe, die fiir diese Ubernahme zuriickgenommen werden muBte, n — 1 ist,
sieche Abbildung ([[0). Aus der graphischen Darstellung erkennen wir, dafl es im Baum
eine Ebene der Breite mindestens n+1 geben muf, wenn ein Marker eine Ubernahme der
Stufe n vollzogen hat. Hat der untersuchte Baum B die Breite b, kann es also héchstens
Ubernahmen der Stufe b — 1 geben.
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Abbildung 10: Alternative Darstellung der Ubernahme eines Pfadsegments zur Verdeut-
lichung des Begriffs Ubernahmestufe
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Abbildung 11: Beispielverzweigungsbaum

Wie es im einfiihrenden Beispiel angedeutet wurde, wird einem Marker i zu jeder
Ubernahmestufe & ein Signalpaar (i, k) zugeordnet. Verfolgt ein Marker 4 einen unendli-
chen Pfad, so gibt es eine maximale Ubernahmestufe, die er dabei verwendet. Dabei gibt
es eine maximale Ubernahmestufe, die er unendlich oft verwendet, bezeichne diese mit
k*. Das Verfahren der Signalauslosung wird so von dem fiir zwei Signalpaare erweitert,
daB gilt:

e Nach der letzten Ubernahme von Marker i einer groBeren Stufe als k* wird das
rote Signal des Paares (i, k*) nicht mehr ausgelost und

e das griine Signal des Paares wird genau dann unendlich oft ausgelost, wenn auf
dem von ¢ verfolgten Pfad unendlich viele Ky-Knoten liegen.

Um den Mechanismus des Ubernehmens von Markern zu realisieren fithren wir den
Verzweigungsbaum ein. Im Verzweigungsbaum gibt es zu jedem Marker ¢ einen Knoten v;,
in dem Informationen zu diesem Marker gespeichert werden. Ist der Knoten v; Nachfolger
von v;, so bedeutet dies, dafl das Pfadsegment zu Marker ¢ vom Pfadsegment zu Marker
J abgezweigt ist. Die Ordnung der Nachfolger eines Knotens v; gibt die Reihenfolge an,
in der die Pfadsegmente der Nachfolger vom Pfadsegment zu j abgezweigt sind. Siehe
Abbildung ([T]).

Fiir eine genauere und formale Beschreibung der Verwaltung der Informationen und
des Mechanismus der Ubernahme mit Hilfe des Verzweigungsbaums sei auf [ESS4] ver-
wiesen.
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Abbildung 12: Kodierung eines endlichen {0,1}-Baums durch Pfadverfolgung

4.4 Pfadverfolgung fiir {0, 1}-Baume

Das Prinzip der Pfadverfolgung kann fiir unendliche {0,1}-Baume mit beschrinkter
Breite, bei denen nach einem unendlich oft nach links verzweigenden Pfad gesucht wird,
wesentlich vereinfacht werden. Ein Marker ¢ verfolgt dabei solange wie méglich Rechtsab-
zweigungen, existiert keine Rechtsabzweigung, so iibernimmt er einen seiner Nachfahren
4. Da i zuvor wenn moglich Rechtsabzweigungen verfolgt hat, bedeutet das Uberneh-
men insbesondere, daf§ auf dem Pfad von ¢ nun links abgezweigt wurde. Durch die
beschrénkte Breite des untersuchten Baums ergibt sich, dafl ein Marker, der unendlich
oft die Pfadsegmente anderer Marker iibernimmt, schlieflich einen Pfad représentiert,
der unendlich oft nach links verzweigt. Die Anzahl der Informationen, die wir zu einem
Marker speichern miissen, ist Vergleich zum Verfahren des vorigen Abschnitts geringer.

In Abbildung ([Za) sei der Baum Bj eines zu untersuchenden unendlichen {0, 1}-
Baums dargestellt. Der bereinigte Baum By, der nur aus den Knoten von Bj besteht,
die auf einem unendlichen Baum liegen konnen, ist in Abbildung ([3b) wiedergegeben.

Um den Baum Bf zu kodieren, ordnen wir zunéchst die Pfade von By, die von der
Wurzel zu einem Blatt fithren, von rechts nach links. Die Ordnung dieser Pfade stimmt
mit der Ordnung der zu den Pfaden gehorenden Bléttern iiberein. In Abbildung ([2b)
sind die Blatter geméfl dieser Ordnung numeriert. Die zu diesen Blattern gehérenden
Pfade seien dementsprechend mit 7y, 75 und 73 bezeichnet. Wir bilden nun Pfadsegmente
11, o und pg wie folgt:

o /iy =T,

o fiir i = 1,2 sei yu; das Pfadsegment von 7;, das mit keinem gy fiir k& < ¢ einen
gemeinsamen Knoten hat.

In Abbildung ([[2b) sind die sich so ergebenden Pfadsegmente fi1, po und pz umrandet.
Die Abhéngigkeiten unter den p; stellen wir in einem geordneten Baum Fj dar, siehe
Abbildung ([[2c). Die Ordnung des Baums Fj gibt die Ordnung der Pfade von Bf, wieder.
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Abbildung 13: Ubergang vom Pfadverfolgungsbaum F; zum Baum Fj

Zu der Folge By, Bj,... der bereinigten Teilbdume von B bilden wir die Folge
Fy, Fy, ... der dazugehorlgen Kodierungsbéume. Dabei bestimmen wir Fiy; aus F;. Um
das allgemeine Vorgehen beim Ubergang von F; zu F,; zu erldutern, betrachten wir
den Ubergang von Fy zu Fs zum obigen Beispielbaum, siche Abbildung ([l3). Das zum
Knoten 3 in F) gehorende Pfadsegment p kann durch den Knoten x oder den Knoten
y erweitert werden. Geméaf der Strategie wenn moglich Rechtsabzweigungen zu verfol-
gen, repréasentiert der Knoten 3 nun zunéchst das um y erweiterte Pfadsegment pu. Fiir
das beim Knoten x beginnende Pfadsegment fithren wir einen neuen Knoten 6 ein. Wir
machen 6 zum rechtesten Nachfolger von 3, da x der Anfangsknoten des bis hierhin
rechtesten von p abzweigenden Pfadsegments ist.

Die mit L markierten Knoten stehen fiir Pfadsegmente von B}, die nicht durch einen
Knoten der folgenden Ebene erweitert werden kénnen. Betrachten wir als Beispiel den
Wurzelknoten. Er soll den rechtesten Pfad von B reprisentieren. Der rechteste Pfad
von Bi endet im Knoten y, da die Blatter von Bj, die weiter rechts liegen als 3 keine
Nachfolger besitzen. Durchlaufen wir F geméfl preorder Durchlaufstrategie, wobei wir
die Nachfolger eines Knotens von rechts nach links durchlaufen, ist 3 der erste Knoten,
der nicht mit 1 markiert ist. Der Wurzelknoten {ibernimmt den Knoten 3 und das zu
ihm gehorende Pfadsegment. Die mit | markierten Knoten, bei denen alle Nachfahren
auch mit | markiert sind, konnen kein Pfadsegment iibernehmen und fallen aus F}
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heraus, siehe Abbildung ([[3).

Wir gehen nun zu einer formalen Beschreibung der beschriebenen Kodierungsbaume
und des Verfahrens zur Bestimmung der Folge der Kodierungsbaume zu einem gegebenen
unendlichen {0, 1}-Baum {iber.

Sei B ein endlicher {0, 1}-Baum der Tiefe ¢. Ein Pfadverfolgungsbaum F' (kurz F-
Baum) zu B ist ein geordneter beschrifteter Baum tiber einer endlichen Knotennamen-
menge V.

Die Beschriftung von C' hat die Komponenten anfang, ende und farbe. Die Kompo-
nenten anfang und ende ordnen jedem Knoten v € F' einen Knoten von B zu, wobei
gilt:

e ende ist eine bijektive Abbildung zwischen den Knoten von F' und den Blattern
der Tiefe ¢t von B und

e anfang(v) = ende(v) oder ende(v) ist ein Nachfahre von anfang(v).

Fiir einen Nachfolger w von v gilt: anfang(w) ist ein Nachfahre von anfang(v). Fiir
einen Knoten v € C setzen wir pfad(v) := [anfang(v), ende(v)], pfad(v) ist das von v
reprasentierte Pfadsegment des bereinigten Baums B’ zu B und entspricht den oben
beschriebenen .

Die Ordnung der Knoten eines F-Baums soll der Ordnung der représentierten Pfad-
segmente entsprechen. Wir fordern deshalb fiir zwei verschiedene Knoten v, w von F"

v <post W & ende(v) <% ende(w).

Wir geben nun eine Pseudocodebeschreibung des oben angedeuteten Verfahrens an,
das zu einem unendlichen {0, 1}-Baum B mit beschrankter Breite b eine Folge Fy, Fi, . ..
von F-Baumen zu By, By, ... iiber V, bestimmt, wobei V, = {1,...,2b}. Fiir die Be-
schriftungskomponente ende von F; schreiben wir ende;, die iibrigen Komponenten der
Beschriftung bezeichnen wir entsprechend.

Der Baum Fj bestehe nur aus einem Knoten, wir wéahlen als Knotennamen 1 € V),
und wir setzen: anfang,(1) := endeg(1) := r, wobei r die Wurzel von B sei und wir
setzen: farbeg(1) := gelb. Der Baum Fj ist offensichtlich ein F-Baum zu By iiber Vj.

Fiir ¢+ > 0 bestimmen wir F;,; aus F; nach dem folgenden Verfahren:

{Kopieren}
1: F .= F;
2: fiir jedes v € F;
3: wenn farbe;(v) = griin
4: farbe, := gelb

{Erweitern}
5: fur jedes v € F]
6: wihle freien Knotennamen w und mache w zum rechtesten Nachfolger von v
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7 farbe](w) := gelb

8 anfang)(w) := ende}(w) := linker Nachfolger von ende;(v)
falls kein linker Nachfolger existiert wahle das Symbol L
9:  ende](v) := rechter Nachfolger von ende;(v)

falls kein rechter Nachfolger existiert wihle das Symbol L

{Ausdiinnen}
10: entferne alle Knoten v aus F/ mit ende}(v) = L, die keine
Nachfahren w haben mit ende;(w) # L

{Verdichten}
11: solange es noch Knoten in F] gibt mit ende}(v) = L
12:  wiihle einen Knoten v € F] aus mit ende}(v) = L
13: sei w der rechteste Nachfahre von v
14: mache die Nachfolger von w zu Nachfolgern von v
15:  ende](v) := ende}(w)
16: farbe}(v) := griin
17:  entferne w aus F
18: F¢+1 = F‘i/
Erliuterungen Wird ein Knoten w aus F] entfernt, so werde farbe,(w) := rot

gesetzt. Im Erweiterungsschritt wird zu jedem Knoten von F; ein neuer Knoten zu F
hinzugefiigt. Da der untersuchte Baum B die Breite b hat, besitzt F; hochstens b Knoten.
Es sind also in V), geniigend freie Knotennamen fiir den Erweiterungsschritt vorhanden.
Um eine eindeutige Folge von F-Badumen zu erhalten, werden bei den Schritten 5 und
12 die Knoten in der Reihenfolge ihrer Knotennamen behandelt. Im Schritt 6 werde der
jeweils kleinste freie Knotenname verwendet.

Aus dem folgenden Lemma ergibt sich, dal die nach dem obigen Verfahren bestimmte
Folge Fy, F7, ... eine Folge von F-Baumen zu By, By, ... ist und es dient als Vorbereitung
zum Beweis des nachfolgenden Satzes. Der Nachweis der Teilaussagen kann in &hnlicher
Form wie fiir Lemma ({.1]) erfolgen.

Lemma 4.2 Sei B ein unendlicher {0, 1}-Baum. Sei V; die Knotenmenge der i-ten Ebe-
ne von B. Sei Fy, Fi, ... die Folge von Baumen geméfl obigem Verfahren zu B. Seii € IN.
Sei v, w € F;. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) 1€ F;,

ii) ende; ist eine bijektive Abbildung zwischen den Knoten von F; und V;,

iii) ist ende;(w) ein Nachfahre von anfang;(v), so ist w ein Nachfahre von v,

1v

)

)

) ist w ein Nachfolger von v, so ist anfang;(w) ein 0-Knoten und ein Nachfahre von
anfang;,(v),
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v) hat anfang;(v) einen Nachfahren in V;,; und wird v beim Ubergang von Fj zu Fj,
nicht iibernommen, so gilt: v € F; 4,

vi) ist v € Fjiq, so gilt: ende; 1 (v) <! ende;(v)1,
vii) v <pre w < ende(v) < ende(w),
viii) anfang,;(v) = ende;(v) oder ende;(v) ist ein Nachfahre von anfang;(v).

Der folgende Satz gibt uns die Moglichkeit, das beschriebene Verfahren durch einen
deterministischen Rabin-Automaten zu simulieren.

Satz 4.2 Sei B ecin unendlicher {0,1}-Baum mit beschrankter Breite b. Sei V), =
{1,...,2b}. Sei Fy, Fy, ... die Folge der F-Baume gemif obigem Verfahren zu B. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) Es gibt einen Pfad 7 in B, der unendlich oft nach links verzweigt.

ii) Es gibt einen Knotennamen v € V, mit farbe;(v) = grin fiir unendlich viele i € IV
und farbe;(v) = rot fiir nur endlich viele i € IN.

Beweis: i)=i): Sei 7 ein Pfad von B, der unendlich oft nach links verzweigt. Wir suchen
einen Knotennamen v, der unendlich oft griin ist und nur endlich oft rot.

Sei U die Menge der Knotennamen v, fiir die es einen Index j gibt mit v € C; fiir
alle 2 > 7. D.h. U ist die Menge der Knotennamen, die nur endlich oft rot sind. Es bleibt
zu zeigen, dafl es in U einen Knotennamen gibt, der unendlich oft griin ist.

Es gilt nach Lemma (f.2) i) fir allei € IN: 1 € C;, also ist 1 € U.

Sei ¢ € IN derart, daB fiir alle v € U und j > ¢ gilt: v € C}.

Es gilt offensichtlich fiir alle j € IV: anfang,(1) liegt auf 7. Sei v, ein Knoten aus U
mit anfang;(v,) liegt auf 7 und fiir alle Nachfahren v € U von v, in C; liege anfang,(v)
nicht auf 7.

Annahme: v, ibernimmt nur endlich oft einen Nachfolger. Dann gibt es ein ¢ > i so,
daB ende;(v,) ein 1-Knoten ist fiir alle j > 4'. Da 7 unendlich oft nach linksverzweigt,
gibt es ein i > ¢’ mit 7(¢”) ist ein 0-Knoten. In Cj» gibt es nach Lemma ({.2) ii) einen
Knoten v mit ende;»(v) = w(i"”). Mit Lemma ([.2) iii) folgt: v ist Nachfahre von v, in
Cin. Sei v' der Nachfolger von v, in Cj» auf dem Pfad von v, nach v.

Nach Lemma (f.9) iv) liegt anfang;,(v) auf 7. Da ¢ nicht iibernommen wird, gilt
nach Lemma (f.2) v): ' € C} fiir alle j > 4", d.h. v € U im Widerspruch zur Wahl von
Vg

ii)=-1): Sei v ein Knotenname, der unendlich oft griin und nur endlich oft rot ist. Wir
suchen einen Pfad m von B, der unendlich oft nach links verzweigt. Dazu definieren wir
eine Knotenfolge xg,z1,... von B derart, dal z;,; Nachfahre von z; ist und [z;, x;.1]
eine Linksabzweigung enthélt fiir alle ¢« € IV. Der durch die z; fiihrende Pfad von B ist
dann der gesuchte Pfad 7.
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Da v nur endlich oft rot ist, gibt es einen Index i so, dafl v € C} gilt fiir alle j > 4.
Setze x( := anfang; (v). )

Sei i1 > ip mit farbe;, (v) = grin. Beim Ubergang zu C;, hat v einen Nachfolger w
iibernommen. Es gilt also: anfang; _,(w) liegt auf pfad; (v), also enthélt pfad; (v) nach
Lemma (f.2) iv) einen 0-Knoten.

Da B eine beschrénkte Breite hat, gibt es in der Ebene des Knotens anfang; _, (w) nur
endlich viele Knoten. Diese seien in der Reihenfolge von links nach rechts: ki, ko, ... k,.
Fiir ein j € {1,...,n} gilt also k; = anfang; ,(w). Fiir alle [ > 4; liegt einer der
Knoten ki, ...k, auf pfad;(v), bezeichne diesen Knoten mit k(l). Mit Lemma (£.2) vi)
folgt: k(I + 1) <° k(1) fiir alle [ > 4;. Es gibt also ji,l; € IN derart, da8 gilt:

(%) Fiir alle ¢ > [y liegt k;, auf pfad,(v).

Setze x1 := kj,. Sei nun i, ein Index mit iy > I und farbe;,(v) = grin. Beim Ubergang
zu Cj, hat v einen Nachfolger w iibernommen, d.h. pfad;,(v) enthélt den 0-Knoten
anfang;,_,(w). Wegen (x) ist tiefe(anfang;, _,(w)) > tiefe(x;). Es gibt (mit derselben
Argumentation wie fiir den Knoten ;) einen Knoten z, < anfang;, ,(w) in der Ebene
von anfang;, ;(w) und einen Index I, > [; mit:

Fiir alle i > [y liegt x5 auf pfad,(v).

Fahren wir auf diese Weise fort, erhalten wir eine Knotenfolge zq, x1,... von B so, dafl
fiir alle ¢ € IN gilt:

e 1, ist Nachfahre von x; und
o [x;, ;1] enthilt eine Linksabzweigung.

Der durch die x; fiihrende Pfad 7 zweigt also unendlich oft nach links ab. O

Die Beschriftungskomponente anfang eines F-Baums dient nur der Vereinfachung
der Argumentation im Beweis von Satz (£.2). Wir werden diese Komponente bei der
spateren Anwendung des Verfahrens weglassen.

5 Determinisierungsverfahren

Wir stellen in diesem Abschnitt drei Verfahren vor, die aus einem gegebenen nichtde-
terministischen Biichi-Automaten einen deterministischen Rabin-Automaten konstruie-
ren. Dabei fassen wir ein Determinisierungsverfahren als die Anwendung eines Baumun-
tersuchungsverfahrens auf einen der in Abschnitt ([J) eingefiihrten reduzierten Berech-
nungsbédume auf.
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5.1 Verfahren nach Muller und Schupp

Das Determinisierungsverfahren nach Muller und Schupp wendet die Strategie der Pfad-
segmentierung (siehe Abbschnitt (£.2)) auf reduzierte 01-Berechnungsbéume, wie sie in
Abschnitt (B.1) eingefiihrt wurden, an. D.h. die Zustédnde des konstruierten deterministi-
schen Automaten Dy (A) = (Q', 3, g7, 0", ) zu einem gegebenen nichtdeterministischen
Biichi-Automaten A = (Q,%,q, 9, F) sind im wesentlichen S-Béume. Der Lauf von
Dar(A) auf einem Wort o € S¢ entspricht der Folge der S-Béume Sy, S, ... zu BY,.
Die Akzeptierbedingung Q von Dy (A) ergibt sich aus Satz (f.1)): Q ist eine Rabin-
Bedingung, die zu jedem vorkommenden Knotennamen v ein Rabin-Paar (G, R,) bein-
haltet. Dabei besteht die Menge G, aus denjenigen S-Baumen, in denen v grin und R,
besteht aus denjenigen S-Baumen, in denen v rot ist.

In einem reduzierten 0l-Berechnungsbaum E%a gibt es zwischen den Knoten der
Ebene i und den Beschriftungen dieser Knoten eine bijektive Beziehung, wir identifizie-
ren also die Beschriftung mit dem beschrifteten Knoten. Im verwendeten S-Baum zur
Ebene i von BY, ordnen wir einem Blatt also keinen Knoten dieser Ebene zu, sondern
dessen Beschriftung, d.h. eine Teilmenge der Zustandsmenge () von A.

Beim Ubergang von S; zu S;41 bestimmen wir im Erweiterungsschritt zu den Bléattern
von S; die Nachfolger. D.h. wir miissen zu der Beschriftung eines Knotens v der Ebene
7 von E%a die Beschriftung der Nachfolger von v berechnen. Bei der Bestimmung von

Viy1 aus V; in der Definition von E%a benodtigen wir eine Ordnung unter den Knoten
von V;, um zu einem auftretenden Zustand ¢ das linkeste Vorkommen ermitteln zu
konnen. Die in Abschnitt (f.7) eingefithrten S-Baume statten wir deshalb mit einer
Geschwisterordnung aus, die uns ermoglicht die Ordnung zwischen den Knoten in E%a
nachzubilden.

Sei A = (Q, %, qr,0, F) ein nichtdeterministischer Biichi-Automat. Es sei die Menge
V ={1,...,3|Q| — 1} von Knotennamen gegeben. Die Zusténde des deterministischen
Rabin-Automaten Dy (A) = (Q', 3, g7, 0", 2) zu A nach Muller und Schupp sind geord-
nete beschriftete Baume iiber V.

Die Beschriftung eines Baums C' € @)’ hat zwei Komponenten: zust und farbe. Die
Komponente zust ordnet jedem Blatt von C eine nichtleere Teilmenge von () zu. Die
Komponente farbe ordnet jedem Knotennamen aus V eine Farbe aus {rot, gelb, griin}
zu. Weiterhin gelten die folgenden Bedingungen:

1. ein Knoten v von C hat genau zwei Nachfolger oder v ist ein Blatt,
2. fiir zwei verschiedene Blétter v, w von C' gilt: zust(v) N zust(w) = @ und
3. fiir ein v € V mit v ¢ C gilt: farbe(v) = rot.
Die folgende Bemerkung gibt uns eine Abschétzung der Grofie des Automaten Dy, (A).

Bemerkung 5.1 Es gilt || € 20(@QllglQD),
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Beweis: Die Beschriftungskomponente zust eines Baumes C' € ' 148t sich als Funktion
von A : @ — YV U{L} darstellen. Gibt es zu einem ¢ € @ ein Blatt v von C' mit
q € zust(v), so ist v wegen Bedingung 2. eindeutig und wir setzen A(q) := v. Gibt es
kein solches Blatt v, so setzen wir A(q) := L. Es gibt (3|Q|)I®l € 20UQIelQD solche
Funktionen.

Die Beschriftungskomponente farbe stellen wir durch eine Funktion von V nach
{rot, griin, gelb} dar. Wir erhalten eine mogliche Anzahl von 3GIQI=1) ¢ 20(Qleg Q) o]
cher Funktionen.

Nach Bemerkung (1) gibt es 200Q11°g1@) verschiedene geordnete Biaume iiber V.
Insgesamt gilt also || € 20(QIel@D O

Der Anfangszustand ¢} von D besteht nur aus dem Knoten 1 € V mit zust(1) = {q;}
und farbe(1) = grin falls ¢; € F und farbe(1) = rot sonst.

Sind ein C' € @' und ein a € 3 gegeben, so erhalten wir ¢'(C,a) durch Anwendung
des folgenden Verfahrens aus C"

{Kopieren}
1: 0" :=C
2: fiir jedes v € C
3: wenn farbe(v) = griin
4: farbe’ (v) := gelb

{Erweitern}
5: fiir jedes Blatt v € C
zust’ (v) := d(zust(v), a)
7: N :={q | q € zust'(v) fiir ein Blatt v € C'}
8: gilt fiir ein ¢ € N: ¢ € zust/(v) und ¢ € zust/(w)
mit v ist links von w, so entferne ¢ aus zust'(w)
9: fiir jedes Blatt v € C
10:  wenn zust'(v) N F # 0

>

11: fiige neuen Nachfolger wg von v zu C’ hinzu

12: zust’ (wp) := zust/(v) N F; farbe’ (wg) := griin

13:  wenn zust'(v) N F¢ #£ ()

14: fiige neuen Nachfolger wy von v zu C’ hinzu

15: zust/ (wq) 1= zust’ (v) N F¢; farbe’ (wy) := rot

16: wenn v zwei neue Nachfolger bekommen hat, sei wy < wy in C’

17: zust'(v) =10

{Ausdiinnen}
18: entferne alle Knoten v € C aus C’, die kein neues Blatt als Nachfahren haben

{Verdichten}

19: solange es noch Knoten in C’ gibt, die genau einen Nachfolger haben
20: wiihle einen Knoten v € C” aus, der genau einen Nachfolger w hat
21:  wenn farbe'(w) € {griin, gelb}
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22: farbe’ (v) := griin

23: mache Nachfolger von w zu Nachfolgern von v und
iibernehme deren Ordnung untereinander

24:  zust/(v) := zust’'(w)

25: entferne w aus C’

26: 0'(C,a) :=C'

Erlduterungen Wird ein Knoten v aus C” entfernt, so werde farbe'(v) := rot ge-
setzt. Da fiir ein Blatt v von C gilt: zust(v) # (0 und fiir verschiedene Blétter v, w
von C gilt: zust(v) N zust(w) = 0, besitzt C hochstens || Blitter. Wie im zugrun-
deliegenden Baumuntersuchungsverfahren ergibt sich, daf fiir den Erweiterungsschritt
geniigend freie Knotennamen in V vorhanden sind. Um ¢’ deterministisch zu machen,
wahlen wir in den Schritten 9 und 20 unter den moglichen Knoten den Knoten mit dem
kleinsten Knotennamen aus. In den Schritten 11 und 14 wéhlen wir den kleinsten freien
Knotennamen.

Wird im Erweiterungsschritt ein neues Blatt v erzeugt, so gilt: zust/(v) # (. Ein
Knoten v aus C, der kein neues Blatt als Nachfahren hat, wird im Schritt 18 aus C’
entfernt. Nach Schritt 18 gilt also fiir jedes Blatt v von C”: zust/(v) # (). Durch Schritt
24 bleibt diese Bedingung fiir Blatter von C’ erhalten.

Nach den Schritten 19 — 24 gibt es C” keine Knoten, die genau einen Nachfolger
haben. Da im Erweiterungsschritt jedes Blatt hochstens zwei neue Nachfolger erhilt,
kann kein Knoten mit mehr als zwei Nachfolgern entstehen. Ein Knoten v von ¢'(C, a)
hat also genau zwei Nachfolger oder v ist ein Blatt.

Nach Schritt 8 gilt fiir jedes ¢ € N fiir genau ein Blatt v € C": ¢ € zust/(v).
Diese Bedingung wird durch die folgenden Schritte nicht beriihrt. Es gilt also fiir zwei
verschiedene Blétter v und w von ¢'(C, a): zust(v) N zust(w) = 0.

Wird ein Knoten v aus C” entfernt, so wird farbe’(v) := rot gesetzt. Damit ist §'(C, a)
ein Element von ()'.

Die Akzeptierbedingung (2 enthélt zu jedem Knotennamen v € )V ein Rabin-Paar
(Gy, Ry). Die Menge G, enthélt alle Biume C' € ', in denen v griin ist und R, enthélt
alle Baume, in denen v rot ist.

Das folgende Lemma stellt die vorher beschriebene Beziehung zwischen dem Bau-
muntersuchungsverfahren durch Pfadsegmentierungsbdaume und dem konstruierten de-
terministischen Automaten her. Der Beweis ergibt sich direkt durch einen Vergleich des
Erweiterungsschritts (insbesondere Schritte 5-8) mit dem Ubergang von einer Ebene zur
néchsten im reduzierten 01-Berechnungsbaum (siche Abschnitt (J)).

Lemma 5.1 Sei A = (Q, X, qr,6, F) ein Biichi-Automat. Sei b = 3|Q| — 1 und V =
{1,...,b}. Sei D = (@', %, ¢}, ,9Q) der nach dem oben beschriebenen Verfahren aus
A konstruierte Rabin-Automat. Sei @ € ¥¥. Sei Sy, Sp,... die Folge der Segmentie-
rungsbiume zu E%a. Sei Cy, C4, ... der Lauf von D auf o. Dann gilt fiir alle 7 € IN und
v,w e V:

i) (VCw EC’i) = (Vsm ESi)’
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ii) farbec,(v) = farbeg, (v),
iii) sind v und w Blétter von S;, so gilt: knoteng, (v) < knoteng,(w) < v < w,
iv) ist v ein Blatt von S;, so gilt: knotenc, (v) = BY, (knoteng, (v)).

Mit Lemma (p.1)) ii) und Satz ([.1) erhalten wir

Satz 5.1 Sei A = (Q,%,qr, 9, F) ein nichtdeterministischer Biichi-Automat. Dann gilt
L(A) = L(Dy(A)).

5.2 Verfahren nach Emerson und Sistla

Das Determinisierungsverfahren nach Emerson und Sistla wendet die Strategie der Pf-
adverfolgung auf Standardberechnungsbédume an. Die in [ESR4] betrachteten nichtdeter-
ministischen Biichi-Automaten A hatten die Eigenschaft, das ein Zustand ¢ von A mit
einem Wort § € ¥* nur auf héchstens eine Weise erreicht werden konnte, daf also fiir
alle o € ¥, i € IN und ¢ € Q gilt: (x) |Rf,| < 1. Das bedeutet insbesondere, dafl der
Standardberechnungsbaum B4, hochstens die Breite |Q| besitzt. Mit den in Abschnitt
(B) beschriebenen Reduktionen, kann auf die Bedingung (x) verzichtet werden.

Aus den betrachteten Biichi-Automaten A = (@, 3, q;, 6, F'), die die Bedingung (x)
erfiillen, entstehen nach dem Verfahren von Emerson und Sistla deterministische Rabin-
Automaten mit 200" Zustéinden und |Q|* Rabin-Paaren, siehe [ESS4].

5.3 Verfahren durch vereinfachte Pfadverfolgung

Das hier beschriebene Determinisierungsverfahren wendet die Strategie der Pfadverfol-
gung fiir {0, 1}-Baume aus Abschnitt (f.4) auf reduzierte 01-Berechnungsbdaume, wie sie
in Abschnitt (B.1]) dargestellt wurde, an. Die Zusténde des konstruierten deterministi-
schen Automaten Dp(A) = (Q',%,¢'¢',Q) zu einem gegebenen nichtdeterministischen
Biichi-Automaten A = (Q, %, ¢1, 4, F') sind F-Bédume. Der Lauf von Dp(A) auf einem
Wort a € X entspricht der Folge der F-Baume Fy, Fi, ... zu é%a. Die Akzeptierbedin-
gung € von Dg(A) ist eine Rabin-Bedingung, die zu jedem der verwendeten Knotenna-
men v ein Rabin-Paar (G, R,) enthélt. Die Menge GG, besteht aus denjenigen Baumen
aus (', in denen v griin ist und R, aus denjenigen, in denen v rot ist.

In einem reduzierten 01-Berechnungsbaum E%a gibt es zwischen den Knoten der
Ebene ¢ und den Beschriftungen dieser Knoten eine bijektive Beziehung, wir identifizie-
ren also die Beschriftung mit dem beschrifteten Knoten. Im verwendeten F-Baum F' zur
Ebene i von é%a ordnen wir einem Knoten v € F die Teilmenge von ) zu, mit der der

zu v gehorende Knoten der Ebene ¢ von BY,, beschriftet ist.

Die in Kapitel (£.4) eingefithrten F-Béume sind mit einer Geschwisterordnung aus-
gestattet. Ist ein endlicher {0, 1}-Baum B der Tiefe t und ein dazugehoriger F-Baum F
gegeben, so repréasentiert jeder Knoten v von F' ein Blatt der Tiefe ¢ von B némlich



5 DETERMINISIERUNGSVERFAHREN 47

ende(v). Sei <pogt die gemif postorder Durchlauf auf ganz F erweiterte Geschwi-
sterordnung und seien vi <post V2 <post --- <post v die Knoten von F. Dann gilt
ende(vy) < ende(vy) <™ ... <" ende(v;), siche Lemma (f.2). Ist ein F-Baum F; zur
1-ten Ebene eines reduzierten 01-Berechnungsbaums B%a geben, so konnen wir also mit
Hilfe der Geschwisterordnung von F; das Bestimmen des linkesten Vorkommens eines
Zustands ¢ € () in der Ebene 7 4 1 von B%a nachbilden.

Sei A = (Q, %, q1, 6, F') ein nichtdeterministischer Biichi-Automat. Sei die Menge V =
{1,...,2|Q|} von Knotennamen gegeben. Die Zusténde des deterministischen Rabin-
Automaten Dp(A) = (Q', %, ¢;,,Q) sind geordnete beschriftete Baume iiber V.

Die Beschriftung eines Baums C' € @' hat die Komponenten: zust und farbe. Die
Komponente zust ordnet jedem Knoten von C' einen nichtleere Teilmenge von () zu. Die
Komponente farbe ordnet jedem Knotennamen aus V eine Farbe aus {rot, gelb, grin}
zu. Weiterhin gelten die folgenden Bedingungen:

1. fiir zwei verschiedene Knoten v, w von C' gilt: zust(v) N zust(w) = () und

2. fiir ein v € V gilt: v ¢ C' < farbe(v) = rot.

Wir erhalten die folgende Bemerkung iiber die Méchtigkeit von @)’.
Bemerkung 5.2 Es gilt |Q'| € 20(Qles|@D),

Beweis Wie bei Bemerkung (pb.1) O

Der Anfangszustand ¢} von Dr(A) besteht nur aus dem Knoten 1 € V mit zust(1) =
{q;} und farbe(1) = gelb. Offensichtlich gilt ¢; € Q'

Sind ein C' € @' und ein a € 3 gegeben, so erhalten wir ¢'(C, a) durch Anwendung
des folgenden Verfahrens aus C"

{Kopieren}
1.0 :=C
2: fiir jedes v € C
3: wenn farbe’(v) = griin
4: farbe’(v) := gelb

{Erweitern}

5: fiir jeden Knoten v € C

6:  zust/(v) := d(zust(v), a)

7: N :={q| q € zust/(v) fiir ein v € C'}

8: gilt fiir ein ¢ € N: ¢ € zust/(v) und ¢ € zust/(w)

mit v <pogt W, so entferne ¢ aus zust’(w)

9: fiir jedes v € C’
10: wihle freien Knotennamen w und mache w zum rechtesten Nachfolger von v
11: farbe’ (w) := gelb
12:  zust’(w) := zust/(v) N F
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13:  zust’(v) := zust’(v) N F°

{Ausdiinnen}
14: entferne alle Knoten v aus C’ mit zust’(v) = (), die keine
Nachfahren w haben mit zust/(w) # 0

{Verdichten}

15: solange es noch Knoten in C” gibt, mit zust’(v) = )
16:  wihle einen Knoten v € C” aus mit zust/(v) = ()
17: sei w der rechteste Nachfahre von v

18: mache die Nachfolger von w zu Nachfolgern von v

19:  zust’(v) := zust’'(w)
20: farbe’(v) := griin
21:  entferne w aus C’
22: §'(Cya) :=C"

Erlduterungen Wird ein Knoten w aus C’ entfernt, so werde farbe'(w) := rot
gesetzt. Um ¢’ deterministisch zu machen, wahlen wir in den Schritten 5 und 16 unter
den moglichen Knoten den Knoten mit dem kleinsten Knotennamen aus. Im Schritt 10
wéhlen wir den kleinsten freien Knotennamen aus.

Nach dem Ausdiinnen und Verdichten gibt es keine Knoten v € C’ mit zust/(v) = 0.
Nach dem Erweiterungsschritt gilt offensichtlich fiir zwei verschiedene Knoten v, w € C”:
zust’(v) Nzust/(w) = (). Kommt ein neuer Knoten v zu C’ hinzu, so wird farbe’(v) := gelb
gesetzt, wird ein Knoten w aus C” entfernt, so wird farbe’(w) := rot gesetzt. Damit ist
¢'(C, a) wiederum ein Element von @'

Die Akzeptierbedingung 2 enthélt zu jedem Knotennamen v € V ein Rabin-Paar
(Gy, Ry). Die Menge G, besteht aus denjenigen Béumen C' € @', in denen v griin ist
und R, aus denjenigen Badumen in denen v rot ist.

Mit Hilfe des folgenden Lemmas stellen wir die Beziehung zwischen der Strate-
gie der Pfadverfolgung von {0,1}-Badumen und dem konstruierten Rabin-Automaten
her. Der Beweis ergibt sich durch einen Vergleich des Erweiterungsschritts (insbeson-
dere Schritte 5-8) mit dem Ubergang von einer Ebene zur nichsten im reduzierten
01-Berechnungsbaum (siehe Abschnitt (B)).

Lemma 5.2 Sei A = (Q,X%,q, 9, F) ein Biichi-Automat. Sei V = {1,...,2|Q|}. Sei

o € ¥¢. Sei Fy, Fy, ... die Folge der Pfadverfolgungsbéume zu BY',. Sei Cy, C1, ... der
Lauf von Dg(A) auf a. Dann gilt fir alle ¢ € IN und v,w € V:

i) (VCw ECi) = (VFi’ EFi)’
ii) farbec,(v) = farber. (v),
iii) sind v und w Knoten von Fj, so gilt: ender, (v) <post ender, (w) & v < w,

iv) ist v ein Knoten von Sj, so gilt: zuste, (v) = BY, (endes, (v)).
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Mit Lemma (p.2) ii) und Satz ([.3) erhalten wir

Satz 5.2 Sei A = (Q,%,qr, 9, F) ein nichtdeterministischer Biichi-Automat.
Dann gilt L(A) = L(Drp(A)).

Fazit

In dieser Arbeit wurde das Akzeptieren von Biichi-Automaten durch das Vorhandensein
von Pfaden bestimmten Typs in Berechnungsbédumen charakterisiert. Auf der Grundlage
von Baumuntersuchungsverfahren wurden zwei optimale Verfahren zur Determinisierung
von Biichi-Automaten dargestellt. Die dargestellten Verfahren erméglichen ein intuitives
Verstandis fiir die Arbeitsweise der konstruierten deterministischen Automaten. Dieses
direkte Versténdnis war bei dem bisherigen Standardverfahren fiir die Determinisierung
von Biichi-Automaten nach Safra [Saf88], das ebenfalls eine optimale Komplexitét der
konstruierten Automaten erreichte, nicht gegeben.

Ich bin der Meinung, daf3 sich das Determinisierungsverfahren, das sich aus der Ar-
beit von Muller und Schupp [MS95] ableitet, besser zur Darstellung eines optimalen
Verfahrens eignet als die {ibrigen erwidhnten Verfahren.

Wihrend der Untersuchung von Determinisierungsverfahren fiir Biichi-Automaten
zu dieser Arbeit, stellte sich heraus, dafl auch das Verfahren von Safra als Baumuntersu-
chungsverfahren interpretiert werden kann. Jedoch war es nicht gelungen, den tatséchlich
untersuchten Baum, der sich bei den zuvor beschriebenen Verfahren auf natiirliche Weise
ergab, ohne Verlust der Anschauung darzustellen. Dies fiihrte dazu, dafl diese Sichtweise
des Verfahrens von Safra nicht in die Darstellung aufgenommen wurde.

Safra stellte in [Saf92] ein optimales Determinisierungsverfahren fiir w-Automaten
mit Streett-Akzeptierbedingung [Sfr82] dar. Dieses Verfahren entzieht sich noch mehr
einem direkten Verstdndnis als das Determinisierungsverfahren von Safra fiir Biichi-
Automaten. Die Arbeit von Muller und Schupp [MSY5] ergibt auch fiir Streett-Automaten
ein Determinisierungsverfahren. Ob auch hier Vorteile in Bezug auf die intuitive Erfaf3-
barkeit gegeniiber dem Verfahren von Safra existieren, ist eine sich an diese Arbeit
anschliefende Fragestellung.
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